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编 者 
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On 


前 版 序 


现代 数学 学 科 的 迅速 发 展 , 正 改变 着 各 经 典 数学 分 支 面貌 。 

我 国 20 世纪 60 年 代 前 ， 积 分 方程 教材 以 翻译 苏联 教材 为 主 ， 基 本 属于 
同一 模式 ， 即 在 连续 函数 类 中 讨论 ， 以 古典 分 析 为 工具 。 从 现代 眼光 来 看 ， 
在 论证 和 叙述 方面 未 免 陈 旧 、 烦 琐 , 在 内 容 方 面 比 较 单 萍 、 狭 牵 。 当 然 也 有 
少数 外 国教 材 步 人 另 一 极端 ， 把 积分 方程 理论 搞 得 很 抽象 , 致使 学 生 学 完 理 
论 后 碰 到 解决 具体 问题 时 往往 一 筹 莫 展 , 这 两 者 都 不 可 取 。 我 们 试图 选择 一 
条 “中 则 ?道路 。 我 们 这 样 想 : 选择 Lz 空间 来 讨论 古典 积分 方程 比 连续 函数 
类 更 为 自然 , 因为 前 者 是 后 者 的 完备 化 空间 , 同时 在 L, 中 也 便于 用 泛 函 分 
析 的 算 子 理论 来 处 理 古 典 理 论 。 因 此 把 泛 函 分 析 与 积分 方程 两 者 结合 起 来 完 
全 可 能 。 这 便 是 本 书 的 指导 思想 。1973 年 ， 由 美国 出 版 H. Hochstadt 著 
《积分 方程 } 一 书 在 这 方面 给 了 我 们 很 大 启示 。 因 此 , 我们 在 编写 过 程 中 主要 
参考 了 该 书 , 一 些 材料 (包括 某 些 习题 ) 还 直接 取材 于 它 。 

本 书 的 编写 有 两 个 宗旨 : 在 理论 上 我 们 要 求 严 谨 ,， 有 一 定 的 深度 和 较 大 
容量 ; 同时 还 要 求 处 理 得 简明 , 不 过 分 抽象 。 由 于 本 课程 在 微分 方程 、 力 学 、 
物理 学 及 工程 技术 等 方面 有 广泛 应 用 , 因此 我 们 希望 本 书 有 较 大 适应 面 , 要 
求学 生 学 习 理论 后 能 具体 解决 实际 问题 。 

以 下 对 各 章 作 一 些 简 要 说 明 。 

第 一 、 二 章 主要 介绍 线性 Fredholm 和 Volterra 第 二 种 方程 的 系统 理论 
( 解 的 存在 、 唯 一 性 及 其 表示 )。 详细 讨论 了 核 在 各 种 假设 条 件 下 , 解 级 数 及 
预 解 核 级 数 的 收敛 性 , 并 在 L, 核 情 况 下 给 出 了 用 预 解 核 表 示 解 的 一 个 新 证 


” 明 。 所 得 结果 比较 一 般 ， 而 把 连续 函数 及 有 界 可 测 函 数 类 的 结果 作为 特例 给 


H. > 
其 中 第 一 章 1. 6 节 对 非 线性 方程 的 讨论 本 可 独立 成 篇 , 但 又 考虑 到 非 线 
性 方程 理论 目前 尚 不 完整 ,独立 成 篇 似 觉 单薄 ， 故 仍 归 人 第 一 章 。 第 二 章 
2. 2 节 涉 及 整 函数 的 一 些 知 识 ， 若 读者 不 太 熟 悉 可 暂 不 读 定理 2. 2. 3 之 前 的 
部 分 (不 包括 定理 2. 2. 3) 以 及 定理 2. 2.7 及 其 以 后 的 部 分 。 

第 三 章 介绍 经 典 的 特征 值 理论 ,并 详细 讨论 了 它 在 微分 方程 中 的 应 用 。 


在 论证 的 严密 性 和 结论 的 深度 方面 我 们 都 有 一 些 发 展 。 这 样 做 的 目的 是 让 读 
者 对 于 积分 方程 在 微分 方程 中 的 应 用 方面 初 见 端倪 。 

第 一 种 方程 的 理论 目前 尚 不 完整 , 其 它 书 中 系统 讨论 较 少 。 我们 参考 了 
复旦 大 学 所 编 ( 积 分 方程 理论 及 应 用 ) 一 书 ( 指 油印 稿 ), 并 纳入 本 书 第 四 章 。 
它们 主要 是 讨论 实 空间 中 的 情形 ,收敛 意义 是 绝对 一 臻 收敛。 为 了 写 得 简洁 
一 些 , 我 们 采用 算 子 写法 , 并且 改变 了 核 的 条 件 ,， 把 结果 推广 到 复 空 间 且 主 
要 在 平均 收敛 意义 下 讨论 , 这 样 做 与 我 们 全 书 的 格调 相 一 致 。 

第 五 、 六 两 章 介 绍 以 积分 变换 理论 为 工具 求解 卷 积 型 积分 方程 及 偏 微分 
方程 ; 以 Hilbert 变换 、Ls 中 的 投影 定理 、 乘 子 定理 、 边 值 定理 为 工具 求解 
Winer-Hopf{ 方程 及 Ls 中 的 奇异 积分 方程 。 这 些 内容 无 论 从 理论 意义 及 实用 
价值 来 说 都 非常 重要 。 

阅读 本 书 只 要 求 读者 有 泛 函 分 析 关 于 线性 赋 范 空间 及 Hilbert 空间 中 的 
一 些 初等 知识 , 并 不 要 求 对 泛 函 分 析 有 较 深 的 了 解 。 凡 涉及 数学 各 专业 稍微 
专门 一 点 的 知识 都 尽 可 能 列 出 并 指明 出 处 。 在 叙述 和 论证 方面 力图 强调 思想 
方法 , 使 之 便于 自学 。 

本 书 主要 适用 于 作为 综合 大 学 及 高 等 师范 院 校 数学 专业 本 科 生 选修 课 及 
研究 生 基础 课 教材 ,也 可 供 工科 院 校 相近 专业 的 学 生 使 用 。 经 验 表 明 , 本 书 
内 容 可 供 一 学 期 使 用 ( 约 72 学 时 ), 数学 专业 本 科 生 及 工科 院 校 学 生 使 用 本 
教材 时 可 选 学 其 中 某 些 章节 , 不 必 全 讲 完 (例如 2. 2,2.3,3.5,3.7,5.5,5.6 
节 可 以 不 讲 , 若 时 间 不 够 第 六 章 也 可 不 讲 )。 本 书 每 章 后 面 都 有 一 定数 量 的 
习题 以 加 深 对 教材 的 理解 , 巩固 所 学 的 知识 。 

本 书 编写 中 得 到 不 少 同行 的 关心 , 特别 是 , 卫 念 祖 教授 和 赵 桢 教授 看 过 
本 书 初稿 , 提出 很 多 宝贵 意见 , 对 我 们 的 想法 深 表 赞同 , 在 此 深 致谢 意 。 

我 们 编写 本 书 的 尝试 , 虽 经 过 多 次 教学 实践 的 检验 , 但 由 于 编者 水 平 所 
R, 不 要 之 处 在 所 难免 ,恳请 读者 惠 予 指正 。 


编 者 
于 武汉 
1988 年 5 月 
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第 一 章 ” 解 的 存在 性 及 唯一 性 定理 


11 积分 方程 的 概念 


在 积分 符号 下 含有 未 知 函 数 的 方程 称 为 积分 方程 . 为 了 研究 方便 , 常常 
进行 如 下 的 分 类 ,如 


PK apeos = fæ, (1.1) 


g) 一 人 | Kr, yp dy = Fa), (1. 2) 


其 中 a,65 有 限 或 无 限 , À 为 复 参 数 ，K(x,y) ,g(x) ,f(x) 为 实 自 变 量 的 复 函 
数 , pa) 是 未 知 函 数 @, 分 别称 (1.1), (1.2) 为 Fredholm 第 一 种 方程 和 
Fredholm 第 二 种 方程 , 简 记 为 F- I ,F-I 方程 . 这 类 方程 由 瑞典 几何 学 家 L 
Fredholm 首先 提出 并 进行 过 系统 的 研究 . 
合 变 限 的 方程 
[Kyo dy =f a<z<b .3) 


PE A K yp dy = fa), a<r<b, (1. 


由 意大利 数学 家 V. Volterra 提出 ， 故 分 别称 (1. 3) , (1. 4) 为 Volterra 第 一 种 
方程 和 Volterra 第 二 种 方程 , 简 记 为 V- 工 ,V-I 方程 . 如 果 令 
K(z,y), a< y =< x, 
Ki.) -人 z< y < b, 
可 见 (1. 3),《1.4) 实际 上 也 是 Fredholm JÆ. 尽管 如 此 ,由 于 Volterra 型 方 
程 毕竟 还 是 具有 与 一 般 Fredholm 型 方程 本 质 不 同 的 性 质 , 所 以 独立 地 对 它 
们 加 以 研究 仍然 是 非常 必要 的 . 
在 (1.1) — (1.4) H, 左 端 可 看 成 是 作用 于 p(x) 上 的 线性 算 子 , 因此 它 


O 若 无 特别 声明 , 本 书 中 考虑 的 函数 均 为 复 值 函数 . 
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们 统称 为 线性 积分 方程 . 若 在 上 述 诸 式 中 被 积 式 Ka, yeo 换 为 更 一 般 的 
函数 KCzryy,g(z)) 或 Kz,y ylgpl(y))， 则 分 别称 为 相应 的 非 线 性 积分 方 
程 . 

Ed.D — (1.4) P, KCz,y) 称 为 积分 方程 的 核 . 有 时 根据 问题 的 性 
质 , 核 本 身 常 常 具有 某 些 特点 ,例如 Ky 对 变 元 连续 , 这 时 称 之 为 连续 
É, WIE Kay) € C; K(z,y) 可 满足 条 件 


b [b 
P” Ky) dedy <+, 


称 它 为 Ls 核 , 记 作 K(z,y) € L,; 若 核 可 写 为 


K(xz,y) = H(z, y) 
+y 


或 
天 《zy) = pen E ， 0Ka<l, 
=y 
且 Hay) 连续 , 则 K(z,y) 分 别称 为 Cauchy 核 或 弱 奇 性 核 , 等 等 . 
积分 方程 与 微分 方程 有 密切 的 联系 ,有 时 微分 方程 的 问题 化 为 积分 方程 
来 处 理 更 为 便利 . 这 是 因为 对 线性 算 子 而 言 ,在 一 定 条 件 下 积分 算 子 比 微分 
算 子 在 某 些 方面 具有 更 好 的 特性 . 


例如 初 值 问 题 
C = 9 < , 
£ z) = f(z,9(7)) (1.5) 
9(0) = go 
可 写 为 
çG) = po + |“ fer, oC) dz. (1.6) 


这 就 是 一 个 V- 开 方程 ; 常 微分 方程 中 (1. 5) 的 解 的 存在 唯一 性 问题 正 是 化 为 
(1. 6) 来 研究 的 . 
又 如 两 点 边 值 问题 
G(T) 十 Mp(z) = fa), 
s = e@(1) = 0, 
其 中 fCa) ol) 在 [0,1] 上 连续 , 可 化 为 了- | 方程. 事实 上 , 将 方程 两 次 积 
分 并 换 限 便 得 


glr) = c, +c; z 二 | 一 (fCy) —Ap(y)) dy. 
由 边 值 条 件 定 出 
a=0, e == | G — (Oo) —4eG))dy. 


(1.7) 


0 


积分 方程 的 概念 mM- 3 


REER, 有 
g(x) = ec 一 roody 一 让 (z 一 2)8(y)dy 


-fiza -y fody +a | zQ — pdy. 
将 后 两 个 积分 拆 成 | 十 | ， 然 后 合并 , 并 整理 得 


ga -Ay -Dgo | =G —)eG)ay | 


x 1 
=— [sa 2 feyay + za 一 7oody] (1.8) 
< 
y(1— z), y=< x, 
KC, = 
ca ss 


则 上 式 可 统一 写 为 
K(z,y) = z< Q> z>), 


这 里 已 引用 记号 

X<= min(x,y}，, X= max{z, y}. 中 f (1.9) 
于 是 (1. 8) RA F- I 方 程 

p(x) — | Ker, yp dy = F(x), (1.10) 


其 中 F(z) =—| Ky) Ody 为 已 知 函 数 . 


线性 积分 方程 和 线性 代数 方程 组 之 间 有 密切 的 联系 . 后 者 的 一 些 结果 可 
移植 到 线性 积分 方程 中 来 (如 以 后 要 讲 的 Fredholm 择 一 定理 ). 有 时 将 积分 
方程 近似 地 离散 化 为 线性 代数 方程 组 并 由 线性 代数 中 的 结果 可 猜测 出 积分 方 
程 相应 的 结果 (当然 男 须 严格 的 论证 ). 例如 设 Ka, y) #EX BR 0 < z < 1, 
0 委 ? 委 1 上 连续 , par) S) 在 区 间 0 委 z 委 1 上 连续 . 把 FI 工 方程 


çG) — 1 | Ke, gy)dy = fz) (1.11) 
近似 离散 为 
dibri i) f(z), j=1,2,,n. (1.12) 
< 


D 这 一 记号 可 简化 表达 式 , 在 第 三 章 中 经 常 使 用 . 
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e= (a7) r= (KE f= (/(+)) 
分 别 为 n X1,n xz xl 和 矩阵 , 则 (1.12) 可 写 为 
(I—AL)9 = f. (1. 12)” 
当 4 不 为 (1.12) 的 特征 值 时 ，(1. 12)” 有 了 唯一 解 g = (I—AL) 1 f; 当 1 为 特 
征 值 时 ，(1. 12) 有 无 穷 个 解 或 无 解 . 又 如 将 V-I E 


eÇ) -a [Kepod = fz) (1. 13) 
近似 离散 为 
(L) a Ski (iE), j= 2n a10 


注意 (1. 13) 是 (1. 11) 中 当 y > z BF K(z,y) = 0 的 特 款 , 或 即 (1.14) 是 
. . n J—1 
(1. 12) hiim K (Lt) = o E, 于 是 (1. 12) 中 的 》 TARS, 
i=1 i=1 
相应 的 工 为 下 三 角 和 矩阵 : 
0 0 


x 0 
归纳 地 可 证 , 这 时 工 为 n NEFER, Bl L" = O. 从 而 
T= P = PXL" = (I—AL)(I+ AL +-- +A 11), 
改 对 任何 *, 1 一 XL 均 有 逆 矩 阵 存在 , 即 对 任何 1，(1. 14) 有 唯一 解 
p = IHAL +e HAL) f. 

由 以 上 讨论 , 我 们 可 以 猜测 ，F-E 方程 一 般 不 是 对 任何 的 * 有 了 唯一 解 ， 
而 相应 的 V-I 方程 对 任何 4 都 有 唯一 解 . 以 后 我 们 将 看 到 , 这 些 猜测 是 正确 
的 . 


1.2 Banach 不 动 点 原理 及 其 应 用 


1.2.1 瑟 工 方程 解 的 存在 唯一 性 


在 本 节 中 我 们 设 HX Hilbert 空 间 . WETAH — H Wr, HFE 
BHA . /2 e H, 有 
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ITA Tfl Salfi fl> 0<a<1, 
其 中 a 为 一 常数 , 与 方 , 户 无 关 , 则 称 了 为 万 上 的 压缩 算 子 .显然 压缩 算 子 
为 连续 算 子 , 
若 THREAT., 则 了 为 压缩 算 子 等 价 于 | T| < 1. 


定理 1.2.1 若 本 为 日 上 的 压缩 算 子 , 则 算 子 方程 Tf 二 了 在 帅 内 有 唯一 解 . 


证 任 选 fo € H, MERFI: 
frn = Tf,, n=0,1,:... 
| Se — f, | 一 | Tf,— Tf | <a | f, — fn Il 
<a lfr fel SeA hla fo ll. 
X n>m}, 
| f, — fm | < | f, — frma | 十 … 十 | f, — fn | 
n—l ml 
=X |a fl < lf fl 2: 
<l A fl Xa 
=A- flo, nmo, 
由 互 空 间 的 完备 性 知 ， FEE— SE H, E j /f,— fl 一 0. 这 时 了 就 
是 方程 的 解 , 因 为 由 工 的 连续 性 知 ， 
f = limn = limTf, = Tim f,) = Tf. 
现 证 方程 只 有 唯一 解 . 车 Tf = f, Tg = g 则 
ITF- Tgi = |/f-gl <alf—egl 
即 U 一 Df/ 一 gl <o. # f = z. E 
对 于 本 定理 有 如 下 几 点 说 明 ， 
注 1 由 唯一 性 知 , 解 与 fo 的 选取 无 关 . 
注 2 f= limT fo 这 是 因为 
f = limf, = limTf, =… = lim T" fo. 
注 3 ”本 定理 的 证 明 不 仅 断 言 了 解 的 存在 及 唯一 性 ， 而 且 指 出 了 用 逐次 
下 近 法 求解 的 途径 . 


O 对 于 任何 度量 空间 也 可 引进 压缩 算 子 . 
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注 4 若 工 是 Banach 空 间 的 压缩 算 子 , 本 定理 仍然 成 立 , 证 明 完 全 一 
样 . 此 时 的 结论 称 为 Banach 不 动 点 原理 . 


定理 1.2.2 对 于 方程 p 一 MKp = f, P f € H, K £ H — H 05 3E-+ ( 
性 或 非 线 性 )， 若 算 子 KK 满足 Lipschitz 条 件 
l Kpı— Kg: 二 Mig 一 pz CM>>0, 为 常数 )， (2.1) 


则 当 |4| <E 方程 在 H 内 有 唯一 解 
| Te. — Te; || = | AKpl —AKo; || < 1AM @ — @ l. 
当 |X| < wr $, 为 压缩 算 子 ,由 定理 1.2. 1 知 方程 存在 唯一 解 . ë 


定理 1.2.3 REFI zZ 
pCz) 一 | Kz, yp) dy = fa), (2. 2) 
其 中 as AERAR, f(x) € L,[a,b], Ky) € L,[a,b]O, 
bfb 
PI IK cy) 12de dy = M <+ oo, 


x 1 a 
当 |4| 一 二 时 ， 有 唯一 解 


p 一 /十 1K He HAK” f+, (2. 3) 
《2. 3) 在 平均 收 合意 义 下 ， 即 在 Ls[a,p] 空间 范 数 意义 下 收 化 . 


证 $ Kp = [K Dp dy: 则 积分 算 子 K 为 L 上 的 线性 有 界 算 

F. 事实 上 , 设 e € L,, 由 Schwarz RER, 
|Kel? <) KG dy le. 
从 而 
1 
I Kg ll < (Pf IK æy) lady) lol = Ml ç | <+. 

于 是 K E L, 上 的 线性 有 界 算 子 .而 且 附 带 地 得 出 

O 确切 地 说 应 写 K(z,y) € Lladd], HSE A Llad] 在 不 会 混 


消 时 甚至 写 为 Kiry) € Ls， 当 Ky) 连续 时 , 类 似 地 写成 K(x,y) € C[a,b] sË 
K(x,y) € C. 在 容易 混淆 时 , 还 得 详细 写 出 来 . 
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1 
2 


IKI < (Ef KG wldrdy) = M. (2. 4) 
这 时 , 对 任意 的 o ,pz € L, 有 
I Ke, — Kes || = || K —@) || < IK |l l e — e> |l 


< M! Pp il. 
由 定理 1.2.2, 当 |4| 二 二 时 方程 (2. 2) 有 唯一 解 . 又 由 定理 1.2.1 注 2 知 ， 
解 为 (在 平均 收敛 意义 下 ) 


¢ 7 lim T” fo. 
因为 
Tf = f -AK fo - 
T? fo = TCT Fo) = T(f HAK fo) = f++AK(f +AKfo) 
= f+AKf HRPE? fos 
T" fo = f+AKf +H HAK f HAK” fos 
故 


p= f+AKf + HAK" f H ' 


推论 当 f/(z) E L.La,b]J, K(z,y) &a < z=,y < b kik2Ë( S$ Kay) 在 
[ab] ERTA), a,6 为 有 限 数 , 则 方程 (2. 2) Hlal 充分 小 时 在 
Lola, b] 内 有 唯一 解 . 若 S) Kay) Wik k, 则 (2.2) 当 |4| 充分 
daté Cla b] 内 有 唯一 解 . 


注 1 ”在 定理 1. 2.3 的 证 明 过 程 中 可 看 到 
| Ko, — Ke; | < IK | | PI p l. 
因此 可 以 更 确切 地 说 , Hlal < gy 时 方程 有 唯一 解 


$2 Klal < TRT 时; B AK 是 压缩 算 子 ， 因 为 


aKpgi —AKe, | KE le — e, 
而 2K = 14| 上 K|] <1, 这 就 是 说 XK 为 压缩 算 子 . 故 算 子 1 一 AK 存在 
着 逆 算 子 . 原 方 程 及 解 可 分 别 简 写成 

(d—aK)p=f K e= (AK) 1f, 
而 这 时 的 解 (2. 3) 可 以 理解 为 1/(1 一 AK) 形式 地 按 几何 级 数 展开 . 


注 3 ”定理 断言 1X| 充分 小 时 有 唯一 解 . 至 于 |X| > 方 时 如 何 , 定理 没 
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有 给 出 任何 结论 ， 当 然 (2. 2) 仍 可 能 有 解 .试看 下 例 . 
例 求解 
par) — | ,zypCody = 1. 
< K(xz,y) = xy 则 


M =| | Ky) [dedy = 5- 
当 |4| < 4 = 38, 方程 有 唯一 解 . 因 了 一 1， 所 以 


1 T 


Az SS A" 


2 < 3" 
lal < 3 RS kaki [Al < 3 时 方程 有 唯一 解 相 一 致 ， 且 可 写成 


_ 3A1 工 
g(r) = la: 


但 容易 直接 验证 , 只要》 Z 3, 它 确实 仍 为 原 方程 的 解 . 


gG) = 1+ 


注 4 ”定理 断言 1X4| 充分 小 时 在 LzLa,5] 类 中 有 了 唯一 解 ,而 在 别 的 类 中 


也 可 能 有 解 ( 见 本 章 习 题 中 的 第 4 题 ). 
定理 1.2.4 非 线 性 广 且 方 程 
çG) 一 人 | K yp dy = fa) 
P, i f(z) C L,[a,b], asb 有限 或 无 限 ， 
PK eseo 2 | ， 


且 对 任意 的 Z19729 
|K(z,y,zi) — Krys) | < NC, y)| za ~ zl, 
其 中 


e (zy)dzdy = N? 一 十 cc， 


m% jal < 时 ，, 方程 (2.5) 在 上 [a, 四 内 存在 唯一 解 . 


(2. 5) 


(2. 6) 


(2.7) 
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证 令 


Ke = | KCzsy,p(y))dy, 


H (2. 6) H K PEL; — L; 的 算 子 . 由 (2. 7), 对 任意 的 Pi *@2 € L,[a,b], 有 


5 
[Kg — Ke: | < [IK ya G) — KC, y ga G) | dy 


< Ny | (y) — ge, (2 | dy 


b H 
< (N (z,y)dy) | Pı pe l. 
因而 
| 天 pl — Koz | < N || PP li ` 


由 定理 1. 2. 2, lal < 六 时 , 方程 (2.5) 存在 唯一 解 , 


定理 1. 2. 3 实际 上 是 定理 1. 2.4 的 特例 , 因 前 者 满足 后 者 的 假设 条 件 ， 


但 定理 1. 2. 3 中 给 出 了 解 的 具体 表达 式 . 
1.2.2 mmi 


REFI DEO 2) 是 一 类 较为 常见 的 方程 . 在 定理 1. 2. 3 所 设 条 件 下 ， 
我 们 得 出 : Hlal 充分 小 时 ，(2. 2) 在 Llad] 内 存在 唯一 解 , 并 用 算 子 形式 
写 出 了 解 的 表达 式 , 其 中 K" 也 是 线性 有 界 算 子 . 为 了 进一步 在 理论 上 进行 
探讨 , 需要 将 解 的 表达 式 具体 化 , 例如 希望 得 出 KS 的 积分 表达 式 , 这 可 逐 


次 进行 如 下 . 由 /(z) € L.[a,0), 
Kf = [K y) /Wdy, 


PP |K (rsy) | 2dz dy = M <+ >. 


2 ` = è z) x 
Kf =| K(xr,z) (Kf) (2z) dz 


a 


Kasa (Ke. y) fdy) de 


ll 


| (K (z,z)K(z,y)dz)f(G)dy, 
其 中 积分 次 序 交 换 利 用 了 Fubini 定理 . FXE. H Schwarz 不 等 式 ， 
Pika (E IK eso dy)az 


1 
<P kewl (IK, ldy) 1 fl az 


(2.8) 
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ko 一 


< (igo otag) (P Kee. dyaz) 


1 
< l fll M(| IK 2) dz) <+ (a. e. Or). 


由 于 (2.8)，| |K(zyz) 12dz 几 乎 处 处 对 有限， 从 而 积分 次 序 的 交换 对 z 几 
乎 处 处 可 以 进行 . 令 
K,(xz,y) = | Ker, K, y) dz, 
则 
b 
Kf =Í K(x, y) fCy) dy. 
称 K, (z, y) 为 原 积 分 核 的 二 次 至 核 ,类似 地 ， 用 归纳 的 方法 可 定义 n 45: 
K C£, y) = PK dK (zy dz n=2,3,, (2.9) 
其 中 Ki (zx,y) = K(xz,y). 不 难 证 明 
Km (z, y) = fK, (zyz) 开 (zyy)dz. 
这 样 次 到 核 还 可 写 为 
K, (zyy) = [ke (XT,2) KI (z, y)dz. 
于 是 
b . 
K'S = | Kr, fdy. 
同时 我 们 有 如 下 估计 式 : 
1 
2 


b 1 fb 
IK,G,)| < ([ IK ælde)? (IK, aG) lde)" (2.10) 


tol— 


1 
(flK 9124y)? < (P IK: Ce, lae} 


: (| IK, AG) day), (2.11) 
(| Ka) 1 < (PP IK, Ca, tdzdr)? 
(F IK: G) ja， (2.12) 


中 ae. 表示 几乎 处 处 ， 后 同 . 
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(| Kz?drdy) j: < < (PP iki, ol 2dzde}? 


1 
2 


。 (| |K, (zy) 12dzdy) . 
对 于 县 核 的 估计 , 我 们 有 如 下 引 理 : 


引 理 1.2.1 设 开 (zyy) 使 (2.8) 成 立 , a,b 有 限 或 无 限 . 
d) 有 K(x,y) € L, E. 


| (| IK,(z,y)| sdrdy)? < < M'. 
(2) 如 果 
1 
( Ke.) tay)” < M, <+, 
则 
° 2 2 mml 
(F Kp) dy) < M.M”. 
(3) 如 果 
, (IK æy) zz) <M; <+ o0, 
| 则 


b 1 
(f IK, (æy) |24z)2 < Mr. 


(4) 如 果 (2. 15), (2. 17) 同时 成 立 ， 则 
|K, zy | KMM, M". 


证 结论 (1) 可 从 (2. 13) 归纳 得 出 ; 结论 (2) 由 (2. 11) 及 (2. 14) 和 
结论 (3) 由 (2. 12) 及 (2. 14) 得 出 ; 结论 (4) 可 从 结论 (3) 得 到 


6 1 
(|. IK, i G,y) |2 dz )° < M" M;, n=2,3," 


后 再 由 (2. 10) 得 出 . 
HHR, 解 (2. 3) 可 写成 


co b . | 
pad = fe) + a" Kr Sod, 
n=l E 


其 中 4| < z: fE K(z,y) 的 一 定 假设 下 设想 能 逐 项 积分 ， 则 


(2. 


(2. 


Q2. 


Q. 


Q. 


(2. 
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13) 


. 14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


导出 ; 
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çG) = fay +à |° DATK, Cry) f OW dy. (2. 20) 
a n=l 
w 
Z 1 
Rzy) = DAK, y) Al < (2. 21) 


n=] 


MJ RCz,y;2) 称 为 原 积 分 方程 的 预 解 核 . 
关于 逐 项 积分 , 有 如 下 引 理 : 


引 理 1,2.2 ŽA Du, (r) = u(z) E [ab] 上 平均 收 化 (a,b 有 限 或 


n=l 
无 限 ), AP up) € Ls, Lf) ELL， 则 下 面 逐 项 积分 公式 成 立 : 


b . b 
Ju, ay fdr = [u Co fer) dr 
174 a 


n= 


证 ”这 是 因为 


| fiu C) xz)dz 一 >a (z) f(x) dz 
(u 7 > uk .7) | 
k=1 


<| Dol: Iio "~ ' 
对 于 解 及 预 解 核 的 收敛 性 我 们 有 


= eD- E D| = 
k=1 


定理 1.2.5 ( 解 级 数 及 预 解 核 级 数 的 收 化 性 ) 
D 设 (2.8) 成 立 , a,5 有 限 或 无 限 , 则 当 14| 二 坪 时， 解 与 预 解 核 级 数 
平均 收敛 ， 自 解 可 用 预 解 核 表 示 : 
pz) = A +A Ry Ody aer). (2.22) 
(2) 设 (2.15) 成 立 , ab 有限 (此 时 (2.8) 必 成 立 )， 则 当 |A| < i BF ft 


级 数 绝对 一 致 收 化 ， 预 解 核 级 数 对 一 致 地 关于 yy 4 L, 的 范 数 收 
i, B3 — yt x E lab] 有 (2. 22). 


(3) 设 (2.17) 成 立 , ab 有 限 (此 时 (2. 8) 必 成 立 )， 当 上 | <, 巴 


解 核 级 数 对 y 一 致 地 关于 > dè L, 范 数 平均 收 人 和合. 


Banach 不 动 点 原理 及 其 应 用 本 如 一 — 13 


W 如果 (2. 15),(2. 17) 同时 成 立 且 4,5 有 限 ， 预 解 核 级 数 当 |4| < x; 
时 ， FEET y a =< z, y < b 2 x — # | Sk. 


证 (1) 解 级 数 平均 收敛 在 定理 1. 2. 3 中 已 看 出 . 直接 证 明 也 很 容易 ， 
KIAM <1, 所 以 


n+p n+p f 
[Daxis H lal IK Il 


= ⁄ 
< || /| 27 A liMi > 0, n— e, 


i=n 


又 由 引 理 1. 2. 1 的 结论 (1) 及 范 数 三 角 不 等 式 ， 


ntp 
| 2 21 K, (zy) 


Jo[La.bya， b) 


7 1 
< S 11 (F IK,(z,y) |24z dy)" 


i=n 


ntp . I mp | 
COAITM = MO AM)T! 0, n> eoo. 


i=n ¿=n 


co 


SATI K, Cy) = R(z,y:2) € Le. 


n=l 


级 数 是 按 空 间 LoLa, bia b] 的 范 数 意义 收 化 
为 证 明 (2. 22), UFER] < 42 B X 为 固定 值 . 令 


So(zyyi) = DATK, Cy) € Ls (2. 23) 
n=l 
则 在 L,[a,b;a b] 的 范 数 意义 下 有 
L i. m. Sn (x: y;å) = RCOr,y;A). (2. 24) 


以 上 用 记号 1i m. 中 以 区 别 于 点 态 极限 lim, BJ 
人 [Su (m,y; — R(mz,y;A)]|2drdy— 0, m — eo. (2. 25) 
令 
Qn z, y:À) = S, Cr, yA) — R(z,y;å), 
如 果 让 x EX y A Lla db] 的 范 数 记 为 I Q, l 5) ||. RE y WE < 


© Li m. Æ limit in the mean 的 缩写 , 意 即 平均 收敛 . 
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取 L, 的 范 数 记 为 | Q, .yu) |2); RIE Fubini 定理 ， 
1 
2 


b 
| Q, Cr, y;A) | LzLa,b;a,b] 一 (| | Q, (=, ;A) |! $dz) 


= | | QnC 5) | ,| 
= || g,,G;2) || z (2. 26) 
其 中 已 令 em(Czi) = | Q, =, 2 l2. H (2.25), (2.26 两 式 可 看 出 ， 
gx CTA) AF x fX Lo 的 范 数 平均 收敛 于 零 ， 因 此 必 存 在 子 序列 gw (z;A) X 
于 几乎 处 处 的 z 收敛 于 零 ， 即 
Jim | Q, Ge, 25A) |2 = 0 (a ex), 


亦 即 
Li. m. S, Cr,y;A) = RG(z,y;2) (a. e.z). (2. 27) 


上 式 应 这 样 理解 : À 是 固定 值 , 对 几乎 处 处 的 z, 关于 y 而 言 按 工 ;的 范 数 收 
伍 . 于 是 由 (2. 3)， 


gG) = fG) FAL i, me| SnCzyih)7Cy)dy 
(Li m. 表示 对 z 平 均 收 全 ) 
= f(z) +à lim [Sn Cery fC) dy 


(对 a. e. x; 此 时 的 Sn 已 是 SCz,yih) 的 
一 个 子 列 , 为 简单 计 , 仍 记 为 Su(zyyih)) 


= f) +A lim| Sm, (ey fdy 
(S,。 是 为 利用 (2. 27) 取 的 子 列 ) 
= /CD HA |’ Li m. Sn (yD fdy 
(由 引 理 1. 2. 2, 极限 按 (2. 27) 理解 ) 
= /G +A | Ry D fy) dy CGB(2. 275) 
这 就 得 到 (2. 22). 
(2) 1 人 AI (IK, lay)? 
lal M M: (S|BE1.2 1869883602) 


b 
|K, DSO] 


KAA 


故 解 级 数 关 于 x 绝对 一 致 收敛. 


(| | She K; (x,y) | ` ay) 


1 
2 


mle 


nt 
< S a H (Ë IK.C yy 12 dy) 


i=n 
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ntp . . 
<M D jal MT 0, n— eo, 


右 端 级 数 与 z 无 关 , 根据 引 理 1.2. 2，(2. 20) 对 y 可 逐 项 积分 , 故 得 (2. 22). 
(3) 证 明 与 (2) 的 后 半 部 类 似 , 并 利用 引 理 1. 2. 1 的 结论 (3). 
(4) 由 引 理 1. 2. 1 的 结论 (4)， 因 一 般 项 
|a K, Cx, S Ja TMM; M™ = MM |A | (AIM 2, 
故 (2. 21) 对 zy, a < =,y < b auka. E 


推论 设 天 (zyy) #[a,b] 上 连续 (或 天 (zyy) 有 界 可 测 )， a,b AFR, H 
IK(z,y) | < M, 
则 当 |4| < MB 时 预 解 核 级 数 与 解 级 数 强 一 致 收 化 ， 又 设 fO) 


€ L,[a,b], 则 (1.2) ktg lal < 时 可 写 为 (2. 22). 


1 _ 

M<(b—a) 

定理 1.2.6 假设 KCz,y) MR 8), 则 当 |2| 二 南 时 ， 预 解 核 (2.21) 对 几 
乎 处 处 的 X,Yy 满足 以 下 两 个 积分 方程 : 


b 
RC, y;à) = K(z, y) +2| K(x,z)R(z, y;A) dz, 

, (2. 28) 
R(xz,y;À) 一 天 (zy) +a['R (XZSAIK(z,y) dz, 


其 中 a,b 有 限 或 无 限 . 


证 因 Klr, y) € L: ° 从 而 对 几乎 处 处 的 Ts 
| IK æy) |? dy <+ eo. 


另外 按照 证 明定 理 1. 2. 5 结论 (1) 之 (2. 22) 的 类 似 方 法 , 我 们 总 可 选取 这 样 
的 子 序 列 m, 使 


1. 1. m. DAK, (zyy) = R(z,y;A2> (a. ey). 


y> n=l 
上 式 是 对 固定 的 4， 对 几乎 处 处 的 y, 关于 rL Kizoa FERE 
1. 2. 2 可 逐 项 积分 ， 


b b 2 
af K (zr,z)R(z,y;A) dz = af K (x,z) SATI K, (z,y) dz 
a a n=l 


b m, 
= | KC) L Um. 3512 K, (z, y) dz 
a v=o a=] 
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一 >K (m=,z) K, (z, y)dz = > AK, (m,y) 


n=1 n=1 


= Rr,y;A) — K(z;y) (a.e. x,y). 
此 即 (2. 28) 中 的 第 一 式 , 第 二 式 可 类 似 证 明 . E 
注 “ 当 a,5 有 限 , B K(z,y) 满足 (2. 15),(2. 17) 时 ,对 一 切 的 z,y (a < 
以 上 我 们 讨论 了 Kery) 满足 (2.8), 当 14| < x+ 时 , 35 T BUR E 


(2.21). 在 下 一 章 将 证 明 在 复数 4 的 全 平面 内 ; 除 某 些 孤立 点 外 方程 (2. 2) 的 
预 解 核 也 是 存在 的 . 这 里 , 我 们 这 样 来 一 般 地 定义 预 解 核 . 

定义 ” 若 对 一 个 值 和 任意 自由 项 f Cr) € LzLa,5] (后 同 ), 方程 (2. 2) 
有 了 唯一 解 , 且 解 可 用 (2. 22) RR, 则 我 们 说 对 于 这 已 知 值 %, 方程 (2. 2) AMA 
E RC, yA). 

在 这 个 定义 下 , 我 们 有 预 解 核 的 唯一 性 定理 : 


定理 1.2.7 对 于 已 知 A 值 , 方程 (2. 2) 的 预 解 核 是 唯一 的 . 
证 IA = ào 对 应 预 解 核 Ri (zyyiao) 和 R(x;y;X0)， 又 设 f(x) 为 任 
意 L.la,b] 内 的 函数 ， 由 定义 有 
S +A | RiCe,yiao) fo)dy = S Haf R Ge, yiao) (dy, 
即 
| Ri yia) — R, (Crzsyjho)) fy dy = 0. 
由 了 的 任意 性 即 得 
Ri(z,y;Ao) = Ro(xyy;ho) (a. e x,y). E" 
下 面 给 出 定理 1. 2. 6 在 一 定 意 义 下 的 闭 命 题 . 据 此 我 们 得 到 方程 (2. 2) 
解 的 存在 及 唯一 性 定理 . 
定理 1.2.8 333 A, 函数 R(x,y;X) € L, 且 满 足 积 分 方程 (2. 28) ， 则 
对 这 人 个人， 方程 (2.2) 有 唯一 解 ， 且 这 个 解 可 用 预 解 核 表 示 成 (2. 22). 
证 首先 证 明 车 方程 (2.2) 有 解 ， 在 定理 的 假设 下 可 证 明 解 必 可 写成 
(2. 22)， 因 而 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 g(x) 是 (2.2) 的 解 : 
çG) = f Ha | K (z, yp dy. 
将 上 式 两 端 乘 以 AR (m,z;À) . 对 之 积分 ， 化 简 得 
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b b. 
o= [PR Cz fdz a [K pdy 


b , 
:二 A|R (m,z;À) f (z2)dz — (v(x) — fO), 
则 ' 
oCz) = f(x) +a [R (zszi f(2)dz. 


然后 再 证 明 (2. 22) 确 是 方程 (2. 2) 的 解 . 将 (2. 22) 代入 (2. 2), 且 将 一 切 
项 移 至 左 端 得 


LHA REDS fG) 
b b 
— K æD (S +A | RO ys fC dy) de 
b b 
= | RG, yd) fdy -Aa |K CD fdz 


b b 
-af (a [K DRE ydr) Sf Cdy. 
注意 到 (2. 23) 式 , 代入 上 式 右边 第 三 项 , 展开 后 与 前 两 项 相 消 为 零 , i 
1.2.3 V-I 方程 解 的 存在 唯一 性 


首先 将 压缩 映 象 原理 推广 到 T" 为 压缩 算 子 的 情形 ， 以 便 应 用 于 V-I Jr 
程 . 


定理 1.2.9 车 到 为 万 空间 的 压缩 算 子 (7 为 某 个 国定 正 整数 )， 则 TF = f 
在 互 内 存在 唯一 解 . 


证 ”由 定理 1.2.1, T'f = /有 解 了 ,我 们 证 明 / 也 是 Tf = S RERA 

存在 性 得 证 ). 现 取 /, = Tf/, 根据 定理 1. 2. 1 末 的 注 1、 注 2 知 ， 
/= lim (T) fo = Jim (TO*Tf = Jim TOES 
= my = Tf. 

现 证 明 解 是 唯一 的 . Ee EAR, 由 Tf = f, 商 边 连续 作用 ”一 1 次 
则 有 TS = f, HA Tg =g. 根据 定理 1. 2. 1 唯一 性 的 断言 , 因 为 压缩 
算 子 , 所 以 人 = g. E" 

从 这 个 定理 的 证 明 中 可 看 出 : Tf = S BRUIT S = /的 解 ; 反之 , 车 
T 为 压缩 算 子 , 后 者 亦 为 前 者 的 解 . 这 就 是 说 ， 六 为 压缩 算 子 时 方程 Tf = 
了 与 7*f = f FR. 
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注 若 了 T" 为 Banach 空间 的 压缩 算 子 , 则 本 定理 也 成 立 . 


定理 1.2.10 V-I 方程 
çG) =a [ČK ypy = fa) (2. 29) 
P, 2) € L,[a,b] a,b ARRAR), E 
Ni IK (x,y) |? az dy = M <+ 00, 
则 对 任意 的 4, 方程 在 Ls[a,65] 内 有 唯一 解 ， 其 解 为 


e= (I—AK)>l1f= f+AKf+-.-: 十 MK2 太 十 … 
右 端 级 数 在 平均 意义 下 收敛 . 


证 首先 找 出 (2. 29) 的 同 解 方程 , £ Te = f+AKo, 则 (2. 29) 即 为 p= 
Te. 对 充分 大 的 n, €T 为 压缩 算 子 则 同 解 方程 为 
I e= Te. (2. 30) 
# (2. 30) 对 任何 1 有 唯一 解 , 则 (2. 29) 亦 然 , 故 只 须 证 对 充分 大 的 n，T' 为 
压缩 算 子 (对 任意 的 4) 即 可 . (2. 30) 可 详细 写 为 


p= fHAKf 十 … 十 XI 二 和 Kgp. (2.31) 
因此 ， 对 任何 Fpp € Lz[La,b], 
[Tg — Tps| = Jal” |K"g; — Kes |. (2. 32) 


我 们 来 写 出 K'o 的 积分 表示 . 因 Ko = | K(z,y)p(y)dy, 所 以 
Kzg 一 | K(z,z(CKp)Cz)dz 
一 fx (z, z) (| Kce yg dy)de 


= F (KC, dK yde)p dy. 
这 里 积分 次 序 交换 仍然 利用 了 Fubini 定理 . 令 
天， (m,y) 一 FK Cr, z)K Cz, y)dz, 
y 


2233. 显然 当 y 之 zx 时 天 z(z,y) = 0. 因为 此 时 , 4 z< z< yi 
有 Kz) = 0 之 故 . 于 是 


K2p 一 [Kr yp dy 
归纳 地 可 定义 nR BIN 
K (zsy) = | Ke), (zy dz n= 2,3,=-. 
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同样 , 34 y 2 z BF, K, (zx,y) = 0, 于 是 
Kog = [ K,C,y)e(y)dy. 

此 时 由 (2. 32), 

[Tp — Tes | < ll IK) laO — e (O) |dy. (2.33) 

为 估计 (2. 33 右 端 ， 先 来 估计 K, y). 为 此 令 
42(z) 一 | KC.) |2dy, BPO) = | IK æy) 2 dx. 
[Aradr < M, [Body < e. 

K y< zxB(a Sry < b), 


[K (29) 1? < IK æa lide {IK y) ?dz 
y y 


x b 
< IK Gs ldz | IK) ?de 
a > 


= A2 (x) 。 B2(y); 
4 y> zB, 因 K, Gr, y) = 0, 上 面 估计 当然 正确 (下 面 归纳 时 均 如 此 理解 ). 
|K; Cz, y) |2 < KC, ld “Ka(zyy)12dz 


< A2 C) BC >| A (z)dz. 
y 
令 pCz) = [ČA de, MI 


|K; Cy) |? KARB) doe) = A2 Go) BI CY) (oC) 一 pCy))， 
y 


(e) =p) 
(n— 2)! 


|K, lr, y) |? < A2 (z) B2 (y) (m= 2), (2.34) 


则 


(pC2) 一 oC)) 


I 2 7 2 >-| 742 2 
Kn G) < [IK æ) za A BC 86 e 


dz 


_ A (zx)B’ (Cy) [z m f 
= G 21 Lee 一 cc) “d(C ole) 一 PCy)) 


(pCz) — oly) ) n—l 


= Aš 2 
A DB O) a 
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这 表明 (2. 34) 对 任何 2 成 立 . 将 (2. 34) 代 回 (2. 33) 得 
(T'a Tgl? Sll” || a —@ l? giy EDE) =y) d 


<lal” || e, —e> ll? ar” CDT? CaM? 


<lal” | ge || st . A COPT (p) M° 


<II? | ne 2 ciA DM M, 
从 而 | 
| Te Pp’ < |> cr l e — e N. 
因 
外 


(对 任意 的 ))， HEAD Al” i et, 其 通 项 必 趋 于 零 . 这 就 是 说 ， 


n= 


4 n ATAKA T” 为 计算 子 

根据 定理 1.2.1 末 的 注 1、 注 2， R f, = Tf, i= 0,1,*: n=l, 则 
(2. 29) 的 解 为 

?= lim (T) f, = lim THT f = lim pet: f, i=0,1, nl. 
故 


e= lim Tif = /+AKf+ HAK ft. (2. 35) 
J= 
: I 
对 于 方程 (2. 29), 我 们 对 任意 的 4 形式 地 定义 预 解 核 为 
RCz;yia) = JXK, (x,y). (2. 36) 
n=1 


解 及 预 解 核 的 收敛 性 讨论 可 仿照 1. 2.2 段 那 样 进行 ， 并 得 到 与 定理 
1. 2. 5 相 平 行 的 结果 : 
(1) H. 8) 成 立 ， a,b 有 限 或 无 限 ， 则 


PP IK, C) ldz dy < — M 


m-i (2. 37) 
其 解 及 预 解 核 级 数 对 任何 1 tk Lo 的 范 数 收敛 , 且 方 程 (2. 29) 的 解 为 
g(z) = TAR yd /Wdy (a. e. 25. (2. 38) 


《2) 设 (2. 15) 成 立 , ab WARGI. 8) 必 成 立 ), MU 


Banach 不 动 点 原理 及 其 应 用 好 加 一 21 


1 一 2 
[Ka ay < M (2. 39) 


S GQ —2)1' 
且 对 任何 和 ， 解 级 数 绝 对 一 致 收敛 ， 预 解 核 级 数 对 z 一 致 地 关于 y IEL: 的 范 
数 收敛 ， 且 对 一 切 的 xz € [a,bj, (2. 38) 成 立 . 

O 设 (2.17) 成 立 , ab 为 有 限 ( 这 时 (2. 8) 必 成 立 ), MJ 


MM 
[IK y) ldy < (2. 40) 
且 对 任何 4, 预 解 核 级 数 对 y 一 致 地 关于 xz FE L: 的 范 数 收 敛 . 
(4) 设 (2.15),(2.17) 同时 成 立 , asb HAR, 则 
. IT 一 4 
| K, G, y) |? MMM (2.41) 
(n— 2)! 


且 对 任何 人 ， 预 解 核 级 数 对 z,y, a < z=,y < b Hia. 
证 明 的 关键 是 从 不 等 式 (2. 34) 出 发 , 在 (1) — (4) 的 不 同 假设 下 分 别 得 
出 以 上 一 些 估计 式 , 然后 仿照 定理 1. 2. 5 那样 证 明 . 


推论 若 /(x) € L,[a,b], K(z,y) azry < b ik: (或 K(z,y) 在 
a < z,y< b 38 era), arb 为 有 限 数 ， 则 对 任何 1， 方 程 (2. 29) £ 
Lila b] 内 有 唯一 解 ， 且 解 可 表示 为 (2. 38) ， 解 级 数 及 预 解 核 级 数 都 
在 相应 变量 的 灾 域 内 绝对 一 致 收 化 . 


容易 看 出 , Ka, Ealar y Lb, f(z) fEa < =< b 连续 时 , 对 
任何 1，(2. 24) 在 C[a,b] 内 有 了 唯一 解 . 
BL 设 f(x) € L,[0,1], 解 方程 


glx) -aE ep wdy = f(r), 
#5 BHARA., 


24 y> xR K, (m. y) = 0; 当 y< =R, 
Ki (xy) = er, 


K;(z,y) = E e* *e dz = (r— y)e* > 


— 2 
Ks y) = | ET (z z— y) dz = €= 5 e, 


一 般 地 ， 
. — (x ) l 一 
Koy) = E Te y. 


故 预 解 核 为 
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0, y> x, 


R(xz,y;X) = > 2" (G y)” at yx 
(n— DT ! , í 


而 方程 解 为 
PE) = F +A) et Cdy 
对 于 非 线性 V- 工 方程 可 得 到 与 定理 1. 2. 4 相 平行 的 定理 
定理 1.2.11 a tt V-I 方程 
KDA K ay gdy = fa), a<z<b (2.42) 
P, 设 fG) € L,[a,b], asb 为 有 限 或 无 限 ， 


|K ereo aM, (2.43) 
且 对 任意 的 四 ,加 ， | 


|K(z,y,zi) — K(z,y,z2)| < N(z,y)|zi —zç |, (2.44) 


而 

5 [b 2 On 

i! N (z,y)dzx dy = N? —+-eə, (2. 45) 
则 对 任何 A, 方程 (2. 36) Æ L,[a,b] 内 存在 唯一 解 . 


证 < Ko = [Kiz,y,p())dy, 由 (2. 43) 知 K 是 L,[a,bp]— L; [a,b] 


的 算 子 . 与 定理 1. 2. 10 的 证 明 相 仿 , 令 Te = 六 HAKp， 只 要 证 对 充分 大 的 7”， 
T" 是 压缩 算 子 即 可 . 由 (2. 44)， 


| To) — Tes |° < lal? (| (| N(z,y)|@ Gy) — eO) | dy). 


< Jal A Cr) || — e |! 2 
其 中 已 令 


A? (2) = [Nz ez, y)dy. (2.46) 
XS pe) = [A Ody, 则 
2 72 12 4 (| 2 
ITa- Tgl? < lal (E NCe,y) | Te) — Toz | dy) 
< AHADI | Te: — Tez ?dy 


< AD || — gl’) A dy 
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= |A1442(z) ||  — e; Il oC). 


归纳 得 到 
2n 
| T'o — Te; |? < oÈ || — pz I A OD o 1 (a). 
于 是 
| Trp — T'e |? < al” lg e l? Ero 
2n 
< hl” AT lae l. 

从 而 得 知 ， 当 充分 大 时 ，T" 为 压缩 算 子 . E" 


13 退 化 核 


退化 核 的 积分 方程 是 一 类 可 化 为 线性 代数 方程 求解 的 积分 方程 ， 它 在 理 
论 上 和 实际 应 用 上 具有 很 重大 的 意义 . 在 讲 它 之 前 , 首先 回顾 一 下 线性 代数 
方程 组 的 求解 定理 . 

设 X 为 复 域 上 的 n ARZE, L= U) Hnn EE, 车 好 = l, 称 
EEL = (Q) A LARARE EREE. 对 任何 的 gp,y C X, 下 
式 恒 成 立 : 

(Lp.w) = (g@;L"* y). 
一 个 n 阶 线性 方程 组 可 简写 为 
Lo = f. 
方程 L* = 0 称 为 方程 Lp 一 了 的 ( 齐 次 ) 伴随 方程 . 由 线性 代数 知识 我 们 有 


定理 1.3.1 对 于 方程 Lp = f. 
D 当 且 仅 当 齐 次 方程 Ly 一 0 仅 有 堆 解 时 ， 原 方程 对 任何 了 GE X A "Ë 
一 解 ; 
(2) 车 齐 次 方程 Lp 二 0 有 非 零 解 ,， 则 原 方 程 可 解 (不 唯一 ) 当 且 仅 当 了 
与 L* wy 一 0 的 解 空间 正 交 , My) = 0; 
(3) 齐 次 方程 Lp 二 0 与 L*y = 二 0 解 空间 的 维 数 相等 . 


这 个 定理 称 为 线性 代数 方程 组 的 Fredholm 定理 , 而 结论 (1), (2) 又 称 为 
Fredholm 择 一 性 . 
车 定义 集合 NA) = (plLe = 0, o € X) , 则 容易 证 明 NL) H X KF 
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空间 , 称 为 零 空 间 , 并 以 dim NL) 记 其 维 数 , 那么 以 上 定理 还 可 以 这 样 叙 
jË: 


定理 1.3.1 对 于 方程 Lp = f. 
O 当 且 仅 当 dim N(L) = 0 时 ， 原 方程 对 任意 了 EX 有 唯一 解 ; 
(2) 当 dimN(D > 0 时 ， 原 方程 有 解 ( 不 唯一 ) 当 且 仅 当 了 | N(L* ) 
(Pp f 5 N(L*) 中 任 一 元 正 交 ); 
(3) dim N(L) = dim N(L* ). 


我 们 将 要 把 这 一 定理 推广 到 退化 核 的 积分 方程 , 以 后 还 可 推广 到 一 般 的 
Fredholm 积分 方程 上 去 . 
现 定义 退化 核 . F-E 方程 1. 2) 中 的 核 若 可 写成 


K(x,y) = >a; G); (GSE 
j=l 
则 称 K(x,y) 为 退化 核 ， 式 中 的 a; Cr), b; y) G = 1,2，……,7) 不 妨 分 别 设 为 
线性 无 关 . Xit a;l), by), f) € L,[a,b], 那么 
| [K (z, y) |2 ddy < > la; I? È l b; I|? <+ es, 


即 K(z,y) € Lo 根据 定理 1. 2. 3, 对 充分 小 的 1) ， 方程 (1.2) 有 唯一 解 
P) € LzLa,6b]. 现在 我 们 希望 要 在 4 的 更 大 范围 内 求解 . 设 方程 


g) —A Daw f 六 (Op(y)dy= fa + GD 
7 一 1 Ë 
z = {bg dy j= 12n, (3. 2) 


它们 是 待定 常数 , 则 

gl) = fa) +A > za; (z). (3. 3) 

j=1 

将 (3. 3) 代入 (3. 2) ,得 线性 方程 组 

-à Xayz z; = fi, i=1,2,--,n, (3. 4) 
其 中 

b b 

as =Í b;Ga)a odz, f; =| b; Cx) fz) dx 


ENCAR. 这 说 明 如 果 (3. D AR, 则 必 为 形式 (3. 3), 其 中 x; 为 代数 方程 
(3.4) 的 解 (这 时 一 定 可 解 ). 反之 , 若 (3. 4) 可 解 , 求 出 z; 后 代 人 (3 3), > 


B E g EE a 


即 可 验证 这 时 (3. 3) 确 是 (3. D 的 解 (请 读者 自行 验证 )， 这 样 ， 方 程 (3. 1) 与 
方程 (3. 4) 的 可 解 性 等 价 . 现 进 一 步 具体 讨论 如 下 

(1) 若 4 不 是 A = Cay) 的 特征 值 , 即 det(1 一 44) #0, 则 方程 (3. 4) 有 
唯一 解 ， 故 (3. D 也 有 唯一 解 . 

(2) 若是 A 的 特征 值 , 则 (3. 4) 未 必 有 解 . 根据 Fredholm 择 一 性 应 考 
EG. 4) 相应 的 伴随 齐 次 方程 .为 此 我 们 先 考虑 (3. D 的 伴随 齐 次 方程 ( 即 以 
IK) 为 核 的 齐 次 方程 ) 


çG) 一 > 5, GD |" a ydy = 0. (8.5) 
j= a 


b 
ar 
382 a; = | 
a 


aj(y)y《y)dy， 则 由 (3.5) 知 ， 
Ka = 1513, Gu. 
将 方程 (3. 5) 两 边 乘 以 ai(z)， 然后 积分 得 
wi -15 arw; = 0. (3.6) 
由 前 述 讨论 知 (3. 6) 与 (3. 5) 的 可 解 性 等 价 (3. 6) 恰好 是 (3. 4) 相应 的 齐 次 
伴随 方程 , 根据 定理 1. 3. 1， 当 且 仅 当 六 太古 一 0 时 ， (3. 4) 有 解 从 而 (3. D 


有 解 , HEP Go tws w) T 是 (3. 6) 的 任何 解 . 现在 把 这 一 条 件 换 成 原 方 
程 的 语言 来 叙述 . 注意 到 若 y Æ. 5) 的 解 , 则 


cp = | reo Gaz = | GO) 316; Go Wdz 
a a j=1 
= À) >; f; wi. 
j= 
ALGETE 二 0; 反之 由 (Cf; 内 二 0, RAA DUE 31 f; 2; 
j=1 j=1 
j= 
由 以 上 讨论 我 们 得 到 退化 核 方程 的 Fredholm 定理 , 


定理 1.3.2 若 K(x,y) 为 退化 核 且 方程 (2. 1) 中 的 f(x) € L,[a,b], MJ 
(1) 当 且 仅 当 齐 次 方程 9 一 MKp =0 ARR, 原 方 程 对 任何 EE 
LLa,6b] 有 唯一 解 ; 
Q) 齐 次 方程 pg 一 4Kg 一 0 HERM, HENE /与 伴随 齐 次 方程 
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y—AK*y=0 
(3) .pg 一 AKgp 二 0 与 9g 一 AK*y 二 0 的 解 空间 维 数 ( 即 线性 独立 解 的 最 
大 个 数 ) 相同 . 
由 退化 核 的 Fredholm 定理 可 进一步 推广 到 L, 核 的 方程 上 去 . 退化 核 方 
程 不 仅 在 理论 上 而 且 在 实际 中 有 重要 意义 , 因为 一 般 L, 核 可 以 用 退化 核 晕 
近 , 因而 可 用 退化 核 方程 的 解 近似 代替 Lo 核 积 分 方程 的 解 ( 见 1. 4 节 ). 
例 求解 退化 核 方程 : 


G) —A (a= | sinzy pdy + 22 | sin 2ry gy) dy)= F 
ex +) ` y p\y7ay ` Jo. ypP\Y dy +. 
令 
1. 1. 
Zl = | sinay ply)dy, zz = [sin 2ry oly) dy, 
1 1 
f = | sinzy fdy, f = [sin 2ry f (y)dy. 
原 方 程 两 边 分 别 乘 以 sinrzysin 2xz， 积 分 后 得 方程 组 
4 
(1 一 人 )z —2(1— 4 Jazz = fi» 


Az HAH = f. 


系数 行列 式 A 一 1— 422. 


m 
(1) kiasi 时 ， 


a+ +2(1— 5); -2 AHIA 
= 4 a m = a : 
1—4 1 一 分 
x 


之 1 


故 
olr) = f) 十 rzl 工 十 2r0z222. 


(2) 当 ) = > 时 , 考虑 伴随 代数 方程 组 
人 一 至) 十 于 =o, 


4 x 
tty)e 0 
其 系数 行列 式 为 零 , 易 见 只 有 一 个 独立 方程 , 由 上 面 方程 组 的 第 一 个 方程 得 


L; 核 方 程 的 Fredholm 定理 MA ————— a A 


5 一 王 C， 吕 = 一 (1 一 本 )C， 


其 中 C 为 任意 常数 可 解 条 件 是 广 责 十 户 束 =0 或 姓 于 一 (1 一 全 ) 户 一 
0. 由 


最 后 


— r y L | zf _ L 2 rr 2 
çG) = fG) + = 2(1+ £ )Cz +2Cr | 
2 


(3) `A = 时 , 读者 可 仿照 (2) 进行 求解 . 


1.4 L, 核 方 程 的 Fredholm 定理 


在 定理 1. 2. 3 中 讨论 了 线性 FI FE. 2), 在 那里 的 假设 下 得 出 14| 
充分 小 时 存在 着 唯一 解 , 对 这 一 结果 我 们 还 不 能 满意 . 事实 上 , 在 |X| 更 大 
范围 内 也 还 可 能 有 解 . 1.2 节 中 我 们 已 举 出 这 样 的 实例 ， 退 化 核 方程 的 解 在 
一 定 条 件 下 是 可 以 扩大 的 , 这 就 是 Fredholm 择 一 定理 . 那么 对 一 般 L, 核 方 
E. 解 的 范围 是 否 可 以 扩大 , 择 一 定理 是 否 还 成 立 ， 这 正 是 本 节 所 要 讨论 的 
问题 . 

上 节 中 我 们 由 线性 代数 方程 组 的 Fredholm 定理 , 推出 退化 核 积分 方程 
的 Fredholm 定理 , 本 节 中 我 们 将 进一步 从 后 一 定理 推出 一 般 L, 核 方程 的 相 
应 定理 .为 此 我 们 先 建立 如 下 引 理 , 它 不 仅 是 导向 后 者 的 桥梁 , 而 且 它 本 身 
也 具有 独立 的 重要 意义 . 


引 理 1.4.1 设 KCry) € Lz, 则 K(x,y) TIZER Kly = D(zxsy) 十 
SCzyy), 使 其 中 Dlr, y) € L, 为 退化 核 ,其 对 应 积分 算 子 D 为 退化 算 
子 ; Sy) € Le: 其 对 应 积分 算 子 S 是 压缩 算 子 , 亦 即 | S| < 1. 


28 


于 解 的 存在 性 及 唯一 性 定理 


在 证 明之 前 , 我 们 回想 实 变 函 数论 中 的 一 个 基本 事实 : L.,La,b] 空间 中 
一 定 存在 着 标准 正 交 的 完备 系 ( 为 可 列 集 ) (p): 
Aab HAR, 则 


gn CX) = | z4 sinna po n= 1,2, 


# a =— co, b=+00, J 


z Fa — 
z , = 0,1,2, 
Pal) = === "Ie n , 
如 果 令 
1 2 d _,2 
k, = ——, Hx) =e eT, 
/ Dn Ine dz 
则 后 者 可 写 为 


pax) = he 7 H,(z), 
Hn(x) 称 作 Hermite 多 项 式 ， 当 为 偶数 时 ，H (x) 为 偶 函 数 ; 当 为 奇数 
时 ， 互 ,(z) 为 奇 函 数 . 
车 a = 0, b =+, 也 可 证 明 


2 
g, (z) = = Vene ? Han (a), 2 一 0,1,… 


这 只 须 将 fO) 作 侦 延 拓 然后 按 {ke 了 Hn (z)) 展开 即 得 . 

不 难 用 线性 换 元 方法 作出 空间 Le 0,0], LLa, +20], Li [— b] H 
完备 标准 正 交 系 . 

显然 , 当 以 上 各 L, 为 复 空间 时 结论 照样 成 立 . 

引 理 1.4.1 之 证 明 Bip) H Lalab] 空间 完备 标准 正 交 系 ， 则 
{pn COD Pn) nm = 1,2,… 为 其 乘积 空间 L,[a ,b;a b] 上 的 完备 标准 正 
交 系 , 这 只 要 证 明 任 何 /(x,y) € Las 一 定 可 按 {g Cao, (yD) 展 成 Fourier 
级 数 即 可 . 设 


|... | G, y) |2 dz dy <+ oo, 


由 于 | |Y, >) 2 dy ERT z H Lebesgue TRR, 故 几乎 处 处 有 限 ， 因此 


当 x 取 定 (除去 一 个 零 测 集 外 )， /f(x,y) 是 y 的 平方 可 积 函 数 , 故 可 按 完备 标 
EZR (pO) 展开 ( 皆 在 平均 收敛 意义 下 ): 


S 


f z, y) = 2 (|. Jf z. u) PD du e, 9). 


n= 
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X plu) € LzLa,b] 时 ， 积分 | rasa Pa O du 作为 z 的 函数 属于 L2[La,5] 
(参看 定理 1. 2. 3 开头 部 分 证 明 Ko 是 Ls > Lz 的 线性 有 界 算 子 )， 从 而 可 按 
{pm Cx) , 展开 : 


m= 


Sf 
>0 六 foru) BD Rad)e, G. 


| 
| IMs 


代 回 上 一 表达 式 , 得 
f z, y) = S > (| (F flusu) Pr pm Gu) du do)e, C9) po C). 
n=1m= 
如 果 把 
| rao Pa CU) Pm Cu) du do 


视 为 L,La,b;a,b] 空间 的 内 积 (f(z;y) s Pa O Pn OD WERE f(x,y) 的 
Fourier 系数 , 这 就 证 明了 (gy, Opr O) 的 完备 性 . 至 于 它们 在 Lz[La,6;a,0] 
中 是 标准 正 交 系 这 是 很 明显 的 . 

最 后 , 因 假设 KG) E Lo, WAHE lon Dp O) 展开 : 


Kz, y) = > (| Ë K Ciu) Pm CU) pn Co) du du)gm CT) ga Cy) 


h,m=1 


一 > RmnPm (x) 9 (y). 


n.m=1 


这 里 已 令 | 
b. [b — —  — 
kmn =Í f K (u,v) Pm CU) pn Co) du dv. 
级 数 在 LaLa,b;a,5] 空间 范 数 意义 下 收敛 , 即 
lim| f Key- > kpn (r) O, (y) ? dz dy = 00. 


n< Nm= N 
令 


Dlx, y) = > knpm (m), (y) + (4.1) 


n,m< N 
则 DCzx,y) 是 退化 核 ; 且 因 e, Cayo, (y) € Lz, 所 以 D(z,y) € Ls. 又 令 
S(z,y) = K(z, y) — Dlr, y), 


O 确切 地 说 , n< N, m 坟 入 中 的 两 个 NN 应 取得 不 一 样 . 为 简单 计 , 取 成 统一 的 N. 


30 —— — — —— HE 解 的 存在 性 及 唯一 性 定理 


1 
ISI < (FP 1S) aray)? 


n= 


(PP _ 2 
= (PE [Ke gr dzdy) 


这 说 明 对 充分 大 的 NN 可 使 | SI < 1. Eu 
这 个 引 理 说 明 L, 核 可 用 退化 核 任 意 地 逼近 , 这 在 求 方程 近似 解 时 非常 
有 用 . ' 


定理 1. 4.1 (Fredholm 定理 ) 设 
b 
pa) — | Kz, yy)dy = fa), (4.2) 


其 中 f(x) € Li, Klr, y) € L,. 

D 当 且 仅 当 (4. 2) 对 应 的 齐 次 方程 仅 有 零 解 时 ， 原 方程 对 任何 fO) 
€ L; Æ L: 内 有 唯一 解 . 

D 车 对 应 齐 次 方程 有 非 零 解 , 则 当 且 仅 当 f(z) 与 伴随 齐 次 方程 


Kail KEI dy = 0 (4. 3) 


的 一 切 解 J(Xx) ERN, RIRE L, 内 有 和解 ( 不 唯一 ). 
(3) (4.2) 对 应 的 齐 次 方程 与 伴随 齐 次 方程 (4. 3) 的 解 空间 都 是 有 限 维 
的 , 而且 维 数 相同 . 


证 证 明 的 方法 是 把 原 方程 的 核 按 引 理 1. 4. 1 分 解 , 然后 化 为 同 解 或 可 
解 性 相同 的 退化 核 方程 , 并 由 后 者 的 Fredholm 定 理 而 推出 本 定理 . 具体 进行 
如 下 . 

由 引 理 1.4.1, BAK 写成 4+K = AD 十 1S, 使 得 4D 为 退化 算 子 , 而 
WaS <L 这 样 (4. 2) 可 改写 为 

GT 一 4S)p 一 ADp = f. C4. 4) 

BLAS 为 压缩 算 子 , 所 以 1 一 XS 存在 道 算 子 ( 参 看 定理 1.2.3 注 2). £ T = 
(I—AS) , 则 了 是 线性 有 界 算 子 D, 将 TEATA 4) 两 端 得 


D ” 当 X 为 线性 赋 范 空间 , Y 为 Banach 空间 时 , —JJ X — Y 的 线性 有 界 算 子 的 集合 
构成 Banach 空 间 , 因此 线性 有 界 算 子 的 极限 算 子 也 线性 有 界 . LEM X,Y A Hilberg 


间 Los T= IAS + ASY 十 … = lim 》 YXS*，, BORA RH. 
9 一 0 
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e—ATDoe = Tf. (4.5) 
显然 (4. 2) 与 (4. 5) 同 解 . 这 时 的 (4. 5) 已 是 退化 核 方程 , 这 是 因为 


TDe = T( >; Ë mnPm lon (y)pCy) dy) 
m,n<N a 
= >; kmn Ton G) | pC) Gly) dy 
m,n< N a 
同样 ， 原 方程 的 对 应 齐 次 方程 
g—4 Kg = 0 (4.6) 
就 与 退化 核 方程 
9 一 TDPp 一 0 (4. 7) 
同 解 . 
现 考虑 (4. 3) 的 等 价 退 化 核 方程 , 注意 到 GQK)* = XK * ， 此 时 (4. 3) 为 
(I—AS*)y—aD*y=0. (4. 8) 


显然 1 一 *S* FEX, HB 
[daS] = [GI—àAS)* J] = (1—AS*). 


令 

p= UiS“, (4.9) 
则 | 

p= (I—1S*)1g = [IAS] g = T* Z, (4.10) 

将 (4. 9), (4. 10) 代 回 (4. 8)， 得 

Jy—AiD* T* $ = 0, (4.11) 
或 即 
| #—AXCTD)*# = $— Q TD) * # = 0. (4. 12) 


因 TD 是 退化 算 子 , JZ C By B tisa CTD)* 也 是 退化 算 子 . 并 且 显 然 
(4.3) 与 (4. 12) 的 可 解 性 相同 . 

这 样 一 来 ， 原 方程 (4. 2)、 对 应 齐 次 方程 (4. 6)、 对 应 的 伴随 齐 次 方程 
(4. 3) 分 别 化 为 同 解 或 可 解 性 相同 的 退化 核 方程 (4. 5) , (4, 7) , (4. 12). 于 是 

d) 当 且 仅 当 (4. 6) LEER, BEC. D 仅 有 零 解 时 ， 对 任何 f < 
La《 这 时 Tf EAF L2); G.D 有 唯一 解 , 从 而 (4. 2) 有 唯一 解 . 这 就 得 到 定 
理 的 结论 (1); 

(D 当 (4. 6) 有 非 零 解 时 ，(4. 7) 也 有 非 零 解 , 这 时 当 且 仅 当 (Tf,y) = 
0 时 (Y 是 (4.12) 的 任何 解 ) ，(4. 5) 有 解 ， 从 而 (4. 2) 有 解 ; 但 注意 到 

0= (TF; = (TF TD = (f,T* Ty) = (fap), 

这 说 明 (Tf,D = 0 (f, 二 0 等 价 , 这 里 y 是 (4. 8) 的 任何 解 , 故 定理 中 的 ， 
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结论 (2) 成 立 ; 
(3) 由 (4.7) 与 (4. 12) 解 空间 的 维 数 相等 就 可 推出 定理 的 结论 (3). NE 
下 面 将 要 介绍 的 一 个 定理 仍 属于 Fredholm. 在 讲 它 之 前 , 先 引 和 积分 方 
程 (4. 2) 的 特征 值 概 念 . 
若 对 某 个 4 值 ， 齐 次 积分 方程 


olz) -a [K æg dy =0 (4. 13) 


存在 非 零 解 p), MEKA 为 (4. 2) 的 特征 值 ，p(z) 称 为 相应 于 特征 值 的 特 
征 函 数 ; 若 这 时 (4. 13) 只 有 零 解 , 相应 的 和 叫做 正则 值 . 显然 4 = 0 不 为 特征 
值 . 

对 应 某 特征 值 4 的 一 切 特 征 函 数 并 加 上 零 函 数 构成 一 个 子 空间 ,， 叫 相应 
于 此 特征 值 的 特征 子 空间 . 

用 特征 值 及 特征 子 空间 的 概念 可 以 重新 叙述 定理 1. 4. 1. 例如 结论 (3) 
就 可 叙述 为 :对 应 于 每 个 特征 值 À 的 特征 子 空间 是 有 限 维 的 . ， 

在 定理 1.4. 1 的 假设 下 , 我 们 还 有 第 四 个 结论 , 它 仍 属于 Fredholm, 因 
此 我 们 还 排 在 定理 1. 4. 1 的 名 下 . 


定理 1. 4.1( 续 ) ”在 定理 的 假设 条 件 下 ， 有 
(4) 在 平面 上 任何 有 界 区 域内 方程 (4.2) 至 多 只 有 有 限 个 特征 值 . 


证 设 4 在 平面 有 界 区 域内 变动 , NFER > 0, 使 得 玉 不 越 出 圆 盘 


A| < R. 由 引 理 1.4.1 可 取 || S| < —— (由 引 理 的 证 明 过 程 可 以 看 到 ， 


XES e> 0, 可 使 | S| <=), 从 而 


R 
lasi = atls] 二 RHT 所 1， 


于 是 AS 为 压缩 算 子 , 1 一 4S FAF T = UAS), RAC. 5), 得 到 
与 原 方 程 等 价 的 退化 核 方程 ; 

9 一 人 (一 49) 一 Do = (一 1S) f, (4.14) 
其 核 为 


>] E, I AS) lg, (z)e, (y) 


m, ns N 


5 Rmn ( S12S'o, (z))e, (O) 
0 


m,n N i= 


5 k mn ( >u sie, dy)p, (y), 
i=0 a 


m, < ƏN 
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其 中 Si(z,y) 为 S(x,y) 的 i 次 合 核 . 括号 中 的 级 数 平均 收敛 (参看 定理 
1.2.3), 而 且 为 圆 盘 |X| 去 尺 中 的 解析 函数 . 将 上 述 求 和 重新 编号 并 改变 函 
数 的 记号 , 它 总 可 以 写成 如 下 形式 : 


N 
之 Q. z); Cy) 9 
j= 


HbO) € Lr a, Q,z) = D an DA, 级 数 对 z 平 均 收敛 , Ela <R 8 
n=0 
a; (4,x) 对 解析. 利用 1.3 节 化 退化 核 方程 为 线性 方程 组 的 方法 , 可 以 得 到 
N 
zi ~à Da; Wz = fi, i= 1,2,,N. (4. 15) 
j=l 
其 中 
b b 
z; = | biCz) gz)dz, fi = [Cry Cos God, 


a; Q) 一 ja; Qsrb; (xdr = F( Daj CA )biCr) dz 


一 >| (z=)b;,(z)drx. 


n=0 
可 以 逐 项 积分 的 依据 是 引 理 1. 2.2. 可 见 ay Q) 在 |4| < R 内 为 4 的 解析 函 
数 . (4. 15) 的 系数 行列 式 
1an A) anA) + Aam) 
DRA) = — an Q) 1 Aag A) e. Tian A 
一 MaaG)  — àa (A) + l—Aua, Q) 
tb je A RRITAR, 原 积分 方程 在 1X| < R A RIEA DRA fE] A| < R h 
的 零点 ,只 可 能 至 多 有 有 限 个 ,因为 否则 的 话 ， 由 解析 函数 的 唯一 性 定理 ， 
在 |4| < RF DR Q) = 0, 这 与 Dr (0) = 1 刻 盾 . 命题 得 证 . | 
定理 1.4.1 包 括 结 论 (1) ~ (4), 统称 为 Fredholm 定理 . 结论 (1) ,(2) 称 
为 Fredholm 择 一 性 . f 
注 1 定理 1.4.1 结 论 (4) 并 不 意味 着 方程 (4. 2) 的 特征 值 必 然 存在 . 例 
如 取 天 (zyy) = sinxx cosry (0 委 zy 委 1)， 不 难 证 明 (4. 2) 无 特征 值 ， 因 
为 


1 
olr) = a[i sinzz cosny o (y)dy = À sin nz + C, 


1 
C 一 | cosry eydy, EREM cos xz 积分 得 
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1 
C= AC| sinrz cosrZ dz = 0, 
代入 上 式 知 ,对 任何 4, p) — 0， 即 方程 (4. 2) 无 特征 值 . 
另外 , 由 定理 1.4. 1 的 结论 (4) 知道 , 若 果真 有 特征 值 , NEF- I AE 
的 特征 值 个 数 或 为 有 限 或 为 可 列 个 ; 且 为 后 者 时 必 有 
limAn = e°. 
注 2 退化 核 方程 至 多 只 能 有 有 限 个 特征 值 . 
注 3 定理 1.4.1 可 以 推广 到 含 复 变 元 、 沿 曲线 积分 的 积分 方程 , 这 种 
方程 在 应 用 中 很 普遍 . 即 考虑 方程 
gD—2| Kl Dp dr = fo), (4.16) 


L 为 简单 逐 段 光滑 曲线 (封闭 或 否 )，K(t,r) 在 LXL 上 连续 , fG) 在 L 上 连 
续 . 定义 (4. 16) 相应 的 伴随 齐 次 方程 为 


KO 一 人 | KDa = 0, (4.17) 


则 方程 (4. 16) 的 Fredholm 定理 如 下 : 
《1) 当 且 仅 当 (4. 16) 的 相应 齐 次 方程 仅 有 零 解 时 , 对 任何 在 上 上 连续 的 
sh jk SO, 方程 (4.16) 有 唯一 解 ; 
《2) 当 (4. 16) 的 相应 齐 次 方程 有 非 零 解 时 ， 当 且 仅 当 f(z) 与 伴随 齐 次 
方程 (4. 17) 的 一 切 解 J(1) 满足 条 件 
| Arcpwpd = 0 
时 ， 原 方程 有 解 ( 不 唯一 ); 
(3) (4.16) 的 相应 齐 次 方程 与 伴随 齐 次 方程 (4. 17) 的 线性 无 关 解 的 最 
大 个 数 相同 ; 
(4) 在 平面 任何 有 界 区 域内 ，(4. 16) 至 多 有 有 限 个 特征 值 . 
我 们 来 证 明 结论 (2). 很 容易 将 (4. 16) 化 为 (4. 2). 设 工 以 弧 长 * 为 参数 
的 参数 方程 为 
t= (Gs), [LsL (4.18) 
代入 (4. 16) 得 


l 
pLCS)) -a | Kaeo stot Cpl) do = fG (S). 
令 - 
@1 (s) = pal), Kilsyo) = KEG) tE), A) 一 GeCs))， 
则 得 
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aa Ki (ods = fı (s), (4.19) 


其 中 f, G) KI Go BAEZA. (4.19) 已 成 为 讨论 过 的 (4. 2) 型 的 方程 . 
而 且 (4. 16) 与 (4. 19) 的 可 解 性 等 价 . 

同样 将 (4. 18) 代入 (4.17) 后 , Wma r C) 关 0( 因 |t(s)| 二 1), 然 
后 将 方程 两 边 取 共 轿 , Saj p (s) = r OES) 得 


内 人 一 对 Rit Dh (od = 0， (4.20) 


则 方程 (4. 17) 与 (4. 20) 的 可 解 性 等 价 . 
当 (4. 16) 的 相应 齐 次 方程 有 非 零 解 时 ，(4. 19) 的 相应 弄 次 方程 也 有 非 
F, 由 定理 1. 4. 1 的 结论 (2) 知 ，(4. 19) 可 解 的 充 要 条 件 为 
《万 CC)) = 0, (4.21) 
其 中 A Cs) 为 (4. 20) 的 任何 解 ， 即 


GEOPE 一 (CD GO) = | FODA = 0， (4.22) 


GD 为 (4. 17) 的 任何 解 . 反之 由 (4. 22) 也 可 推出 (4. 21). 结论 (2) 得 证 . 
用 这 种 化 等 价 方程 的 方法 同样 可 证 明 其 余 的 结论 . 
注 4 定理 1.4.1 可 以 推广 到 高 维 积分 方程 
pM) 一 | KM, Ng(N) down = fM), (4. 23) 


M,N 为 n 维 空间 中 的 点 ,2 29 n 维 空 间 中 茶 个 区 域 或 曲面 dwn 相应 于 变 点 
NN 取得 的 “体积 ”元 素 ， 当 然 我 们 假设 SND € La(0), 而 KCM,N) € L, (OQ) 
即 


| | |IK(M,N)|2 dom dos <+ ee. 
所 得 结果 和 证 明 方法 完全 类 似 , 不 再 重复 . 


1.5 能 奇 性 核 


在 1.2,1.4 节 中 讨论 了 Ls 核 方程 解 的 存在 唯一 性 问题 以 及 Fredholm 定 
H, 这 对 于 含 奇 性 核 的 方程 一 般 是 不 成 立 的 . 然而 对 于 弱 奇 性 核 的 方程 却 有 
与 L, 核 方程 平行 的 理论 . 上 节 末 我 们 已 将 Fredholm 定理 推广 到 高 维 积分 方 
程 的 情形 , 为 使 奇 性 的 阶 和 维 数 关系 更 为 清楚 , 本 节 对 高 维 积分 方程 进行 讨 


论 . 
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1.5.1 预备 定理 
定义 ”如 果 n 维 空间 积分 方程 的 核 可 表示 为 
KMM = HOGA, OKa <n, (5.1) 


其 中 M,M, 为 n 维 欧 氏 空间 中 的 点 , r = [MM | 是 M 与 Mi 的 距离 ,2 为 2 
维 空间 的 有 界 闭 区 域 ， HCM,M) EAX LER, 或 在 QXQ 上 有 界 可 测 ， 
则 K(M,M,) 称 为 弱 硼 性 核 . 

回 到 一 维 空间 , 弱 奇 性 核 可 写 为 


KG) = EE, 0<e<l (5. 1 
在 二 维 空间 中 其 形式 为 
HO, y;zi | 312 


K(xm,y;zi 51) = - a? 0 <a < 2. 6. D” 
[(z—xzi)2 + (y— y)? 
要 想 推广 L, 核 方 程 的 一 些 结果 到 弱 奇 性 核 方程 上 ， 关 键 是 下 面 的 引 理 
及 其 推论 . 


引 理 1S.1 设 
A. 
re 9 
其 中 ALA 为 正常 数 , 0 过 a,8 之 n, 则 对 于 

N(M,M,) = f K (M,M,)L(M; ,MI )dM;, 


IL(M,M:) | <, 


IK(M,M,)| < = 


有 如 下 估计 : 
C, a+ B< n, 
IN(M,M,)| < Clinr|, a+ß=n, (5.2) 
yta? a+ B> n. 
证 记 ro = |MM, | ， ?71 一 |MM| ? 则 
dM, 
[NCM,M)| <AAs| Pe (5.3) 


(1) 设 a 十 8 二 n, 取 定 M,M € Q, EMM, 之 中 垂 ( 超 平 ) I, 分 0 为 
Qı 与 0，， 认定 M.M, 分 别 属于 :{22， 1j M, € M 时 ， 10 rn; X M, € 
Q2 时 , ri < ro, 从 而 
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dM, dM: ) 


IN(M,M.)| <AAs(|, r lo RB 
1 0 1 2 fo 


< A,A; (| r. fa T3) (5. 4) 


其 中 由 是 2 的 直径 . 现 只 须 证 明 上 式 右边 两 个 积分 分 别 是 与 M 及 Mi 无 关 的 
常数 , 则 (5. 2) 中 第 一 个 估计 式 获 证 . 事实 上 我 们 只 要 计算 两 个 积分 中 的 第 
一 个 就 行 了 , 另 一 个 可 按 同样 的 办 法 处 理 . 不 妨 设 M 二 (0,0,…,0), M, = 
(zi1，X2 ,Ty)， 作 极 坐标 变换 : 
=) = rocos g ， 
£2 = ro Sing, COS P2» 
ml = ro singi … sing@,-2 COS Pr ° 
Z, = ro Sing@i * SIN Or- SIN Pr-1° 
则 
| eh Sa = i === dm Siw ?gp de, … -| sing, 2 de, |” dp 

在 所 设 条 件 下 , 十 8 一 ?十 1 <1, 故 上 式 是 与 M 位 置 无 关 的 常数 . 

(2) 设 c 十 8 六 令 M= (0;0,…0)， 取 MMi 的 方向 为 z 轴 正 向 , 则 


M; = (r,0,.… ,0), Xx M, 一 Cz 9T2 Tn). 作 变 换 


Xp = rë, ; k= 1,2,""* n 
RAG. 3) WA 


dM, 
INMMDI SAA| 5 
d: di 
= A, af atrith Qh n 2 = z B 
" (Då) [aH] 
k=1 k=2 
_ | dë, “dé, 
| pat (5. 5) 


h n B 
e [8 — 2 + >] 
k=2 
=J FFE. 作 极 坐 标 变 换 ， 


& = ocos g); 
Ê = posing COS 2， 


En = psing sing; … SING > 
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则 
dë. d£, = o” do * sin” 2pl sing, += sin gs dpl … de, 1 
= r dp dS. 
上 式 右 端 是 半径 为 o 的 超 球 上 的 体积 元 素 . 当 o 三 1 时 dodS 及 dS 分 别 为 单 
位 超 球 上 的 体积 元 素 和 面积 元 素 . 我 们 现在 只 要 证 明 对 于 0 < r < h, (5. 5) 


末尾 的 积分 有 界 即 可 . 先 考虑 充分 小 的 情形 , 那么 总 可 使 4 > 2. 而 (5. 5) 
可 写成 
A,A; pT dS 
" [e 一 1)2 + 
0),(1,0,.…,0) 为 中 心 ， 以 6 为 半径 且 全 落 于 p < 2 内 的 圆 球 ， 则 
= n + I, + I. 


| _ = ho tho Hororo 
z _ 8 
考虑 到 [ (5 — 122 + 2762] “在 (0,0,…,0) 附近 有 界 , 则 
k=2 


sas a dS 
=| s: <s s| = po? 
[6+ Daf 
其 中 As 为 常数 ， S 为 单位 超 球面 面积 ， 上 起 中 mtH1 <l, WERA HA 


积分 为 一 常数 . 
I dé, dé, 
K) rz 8 
e [8 — D2 + Oe] 
k=2 
dë dé, 
SAh 


[ca D+ a 

其 中 A, 为 常数 , 此 估计 式 是 注意 到 了 or 在 (1,0,…,0) 附近 有 界 而 获得 的 . 
上 式 右 端的 积分 只 要 用 一 极 坐标 变换 就 可 证 明 为 一 常数 . 至 于 13, 因 (5. 6) 
的 被 积 式 在 K;(0) 一 K, (0) — K, Q) 内 有 界 ， 其 界 设 为 45， WH 


L <A;| do dS < A| dodS 


Kz (0)—K;(0—K; (1) 
2 
= A5S[ dp = 245S. 


83 át FE EZ KHES : 39 


(& —1)2 + 218 =el > D >Å, 
k=2 
于 是 
-eco d 
| <zs|, poem? 
而 在 所 设 条 件 下 ， 右 端 积分 收 全 
当 0 <r<hBis 1< Ë <+, 所 以 当 生 之 2 时 ,以 上 讨论 更 为 简单 


故 对 0 二 r 声 h，(5.2) 的 第 三 个 估计 式 获 证 . 
(3) 34a+-8= nit, 以 上 (2) 中 的 讨论 在 此 时 大 部 分 有 效 , 其 根本 区 别 
在 于 (5. 6) 右 端 第 二 个 积分 的 估计 为 


h 
| 和 | = zs &. 
2< < 2 p 2r 
只 要 适当 调整 一 下 常数 记号 便 得 结论 . " 
推论 1.5.1 弱 奇 性 核 的 登 核 

K (M,M,) = [K (MMO)K, (MsM dM m22, 


在 mm 充分 大 时 在 0 XQ 上 有 界 . 
证 由 引 理 1. 5. 1 出 发 可 归纳 地 验证 对 任意 的 区 有 如 下 估计 式 : 
C 
— —, a 一 —1 0, 
IK, (M.M; )| < 7 (5.7) 
Cs ma — (m — ])n < 0, 


|K;,(M,M.) | <| ,KM MOK, M) | dM; 


< G, 2a >n, 
r 


C3, 2a < n. 
再 假设 (5.7) 对 nw 成立 , 又 应 用 引 理 1. 5.1, 这 时 设 a = a, 8= ma — mm — Dn, 
FS 0 < 8—< n. 4 atp Zn, BR ame —(m— Dn = (m+ Da—nm 20 时 , 有 


| Ki COM AM ) | <| IK(M,M,)K, (M, ， M.) | dM, 


C, 
-| (m+ l)a — m > 0, 


C,+1 ° (m + l)a — mn <0. 
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表明 (5.7) 对 mx 十 1 也 正确 , AEG. D 对 一 切 m 之 2 成 立 . 
JE ma — (m —1)n <0, RI m > — 这 时 K, (M.M) 有 界 . H 


注 ”、 从 证 明 中 可 看 出 , mt KAIK „(MM ) 的 奇 性 逐渐 减弱 ,直至 
A. 当 H(M,.,M,) 在 QxQ 上 连续 时 , 还 可 以 证 明 , m 充分 大 且 使 mx > 


) 在 QXQ 上 连续 .0 


推论 1. 5. 1 是 展开 后 面 弱 奇 性 核 理 论 的 关键 . 当 m 充分 大 及 Q 为 有 界 闭 
域 时 , Kne CM, Mi) € Lz(Q). 利用 这 一 点 可 使 Lz 核 方程 的 理论 在 弱 奇 性 核 
方程 中 再 现 . 


1.5.2 存在 唯一 性 定理 


下 面 定理 1. 5. 1 及 其 证 明 , 对 一 般 高 维 都 成 立 , 但 为 了 与 定理 1. 5. 2 关 
于 Volterra 方程 平行 叙述 , 仍 就 一 维 情况 讲述 . 


定理 1.5.1 ”对 于 线性 F- 了 [方程 
çG) 一 人 | Kz yg dy = fa), (5. 8) 


Je Fab AAIR, C) € CLa,p]，K(x,y) 为 弱 奇 性 核 , 则 方程 对 充 
分 小 的 |4| 在 Lz[La,5] 内 有 唯一 解 . 


证 把 (5. 8) 写成 算 子 方程 

G 一 MK)p 一 人 (5. 9) 
S Tp = /AMAKp， 则 对 任何 正 整数 m，Tp = o 的 解 必 为 T"p = o Hi, K 
而 只 须 证 明 m 充分 大 时 ，7T™ 为 压缩 算 子 即 可 . 因为 

çG) 一 如 | Ka zs yp) dy = fHAKf He HAKS, (5.10) 

由 推论 1. 5. 1, 34 m AKIK mlrs y) € Ls[a,6]， 又 (5. 10) 右 端 可 归纳 地 
证 明 属 于 L,La ,0]. 事实 上 ， A f(x) E C[a.5], 设 max | f C) | = Bo; 又 设 
1H(z,y)| < A, 故 

Pasa = 


= ABo w [由 a+ | a 


Q 见 E. Goursat; A Course in Mathematical Analysis. Vol. J] Part 2; Integral 
Equations, Calculus of Variations. Dover, New York, 1964. 
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— Abo 
=+ 


IKSI < Ba， W 


[G —a)! + (0 — x) ™] < B. 


[KH f] = [KKP] < AB, [° TE <B. 
从 而 对 一 切 m, K AR, 属于 Ls[a,6]. 由 定理 1. 2. 3, 方程 (5. 10) 当 |4| 
充分 小 时 有 唯一 解 ( 这 时 T 为 压缩 算 子 ). 


注 1 可 以 证 明 , H(z,y) fEa =, y Sb, Cx) € C[a b] Rf, £ 
子 天 把 连续 函数 变 为 连续 函数 BKK 了,… WRF Cab]; 又 (5. 10) 
中 Kary 连续 从 而 方程 (5. 8) 在 Cla b] 中 有 了 瞧 一 解 . 

注 2 定理 中 设 f(x) € cta, 妇 可 削弱 为 对 充分 大 的 mm， E L,[a,5], 


¿= 0,1,--,m— 1. 
定理 1. 5.2 AHV- 方程 
ga) —a| Kr yo dy = fa) (5.11) 
在 与 定理 1. 5.1 同样 的 假设 下 , 对 任何 4， Æ L.,La,5] 内 有 唯一 解 . 
证 ”证 明 方法 与 定理 1. 5. 1 类 似 . 把 (5. 11) 写成 (5.9) 及 Te = e, 而 
Te = f +AKe, PIME K H Volterra 算 子 . 此 时 Te = e, Bp 
çG) — 2” |" K,,Ge,y)e(G)dy = f+-AKf HHK f. 6.12 


对 充分 大 的 mn， K, (z,y) € Ls， 由 定理 1. 2. 10 的 证 明 过 程 知 道 , 对 充分 大 的 

n, (Y 为 压缩 算 子 , 这 说 明 三 个 方程 Te = o; Te = e, (TIT”")"p=9 

的 可 解 性 等 价 . 然而 (5. 12) 对 任何 4 在 L, 内 有 唯一 解 , MADEG. 11) JF 

然 . Ë 
也 可 作出 与 定理 1. 5. 1 类 似 的 注解 . 


15.3 弱 奇 性 核 方 程 的 Fredholm 定理 
本 段 仍 考虑 方程 
pD —A f KM, NpN)AN = fM), (5.13) 
其 中 M,N Jn 维 空 间 的 点 , KM, N) HAER, M ECM, Q gn HE 


D Mr nm. 斯 米尔 诺 夫 : 高 等 数学 教程 , 第 4 卷 第 1 分 册 , 人民 教育 出 版 社 ，1979 年 ， 
第 57 — 59 页 . 
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空间 中 的 有 界 闭 区 域 . 
定理 1.5.3 方程 (5.13) 在 和 A 平面 任何 有 界 区 域内 至 多 只 有 有 限 个 特征 值 . 


证 ”对 于 4 平面 任 一 有 界 区 域 , VEFE R > 0, 使 之 落 于 圆 盘 |4| < R 
内 . 车 (5. 13) 在 该 圆 盘 内 有 特征 值 Mo， 相 应 特征 函数 为 go C(x) s 0. 则 


pM) — i| KGONDmCNDdN 一 0， (5.14) 
或 简 记 为 
(I— K) = 0. (5. 15) 
Zx 
Ei e= em 则 必 有 
(IT—AoeK)-* (TI—A0e™ 1K)(—A@ K)@ = 0, (5.16) 
或 即 
pM) 一 好 | KaM, Ngo CN) AN = 0, (5.17) 


其 中 K, (M, N) ARIK m wÆ. 以 上 说 明 (5. 14) 对 应 于 Xo 的 特征 函数 
go C) 也 必 为 (5. 17) 对 应 于 特征 值 邓 的 特征 函数 . 如 果 在 4 平面 有 界 区 域内 
有 无 限 个 特征 值 ， 则 (5. 17) 在 同一 区 域内 也 有 无 限 个 特征 值 . 然而 另 一 方 
面 , 对 充分 大 的 m, 由 定理 1.4. 1 的 结论 (4)，, 方程 (5. 17) 在 |4| 委 民 内 至 多 


只 有 有 限 个 特征 值 , 矛盾 . E 
定理 1.5.4 方程 (5. 13) 的 任 一 特征 值 对 应 的 特征 子 空间 为 有 限 维 , 而 且 齐 
次 方程 
(I—AK)g=0 (5. 18) 
与 伴随 齐 次 方程 
(I—AK*)y=0 (5. 19) 


的 解 空 间 维 数 相同 . 


证 因 (5. 18) 对 应 特征 值 ao 的 特征 函数 m (z) 必 满 足 (5.17)， 故 若 对 应 
于 ho 的 特征 子 空间 无 限 维 , 则 方程 (5. 17) 对 应 于 8 的 特征 子 空间 也 无 限 维 ， 
当 m 充分 大 时 这 里 显然 与 定理 1. 4. 1 (3) 矛盾 . 

设 (5. 18) K (5. 19) 的 解 空 间 维 数 分 别 为 + 及 r*. 因 这 两 个 方程 互 为 共 
H, RANEA =" < > BIT. 

刚才 我 们 看 到 , 41 = Ao 时 若 yo Æ 0 为 (5. 18) 的 解 则 必 为 (5. 17) (或 
《5. 16)) 的 解 , 反之 则 不 然 . 为 了 使 (5. 18) 与 (5. 16) 的 可 解 性 等 价 , 我 们 总 
可 以 选取 这 样 的 mm, 一 方面 使 K, (M.N) € L, (0), 另 一 方面 使 得 
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以 0， eios .... ezr1A0 (5. 20) 
中 任何 一 个 都 不 是 (5. 13) 的 特征 值 . 428, 即 对 任何 充分 大 的 m, C. 20) 
中 至 少 有 一 个 为 (5. 13) 的 特征 值 , 从 充分 大 的 关中 取 一 串 质数 数列 nx — eo, 
则 可 得 到 (5. 13) 的 无 穷 个 互 不 相 重 合 的 特征 值 
exp (Eni), O< n, < n, k=1,2,. 


这 就 是 说 , AHAL = al 上 方程 65. 13) 有 无 限 个 特征 值 ,这 与 定理 
1. 5. 3 冲突 . HUAG. 20) 这 样 的 挑选 总 是 可 以 做 到 的 . 以 下 证 明 , 在 这 样 的 
选择 下 ，(5. 16) 的 解 也 是 (5. 18) 的 解 . 因 (5. 16) 可 写成 


(I—XeK)| [GT 一 aosK)m = 0, (5. 21) 
j=2 
而 X%0e 又 不 是 特征 值 ， 故 
[JHK >p 一 (一 ioeK)TTGI 一 noeK)m =0. (5.22) 


了 一 2 J 一 3 


但 he 不 是 特征 值 , 故 


GT 一 zeK)oo = 0. 《5. 23) 
j=3 
如 此 继续 下 去 , 直至 因为 A el 不 是 特征 值 ， 从 而 得 到 
(一 10K)oo = 0. (5. 24) 


这 说 明 在 这 样 挑选 的 情况 下 ，(5. 18) 与 (5. 16) 的 可 解 性 等 价 , 从 而 (5. 16) 
的 解 空间 也 是 7 维 . 根据 定理 1. 4. 1 (3), 方程 (5. 16) 的 伴随 方程 


(一 0"K *m)q = 0 (5. 25) 
也 为 了 维 . (BEL: À = Ao 时 (5. 19) 的 解 必 为 (5. 25) 的 解 ， 于 是 可 知 
r" < 7. š 


定理 1.5.5 方程 (5. 13) 可 解 的 充 要 条 件 是 S/M 与 伴随 齐 次 方程 (5. 19) 的 
一 切 解 (MD) EZ, PCy) = 0. 


证 将 原 方程 (5. 13) 写成 


ml 
用 算 子 |](1 一 XoeiK) 作用 后 得 - 
j=l 


m~l 
9p 一 好 Kop = | |d — iK) /. (5. 27) 
j=1 
于 是 (5. 26) 的 解 是 (5. 27) 的 解 , 反之 像 (5. 20) 那样 选取 im， 则 (5. 27) 的 解 也 


44 —— FEA 解 的 存在 性 及 唯一 性 定理 
是 (5. 26) 的 解 , 事实 上 , 将 (5. 27) 写成 

m—l 

TTG 一 aoeK)LCGT 一 MoK)o 一 门 =0， 


j=1 
重复 (5. 21) 至 (5. 24) 类 似 的 推理 过 程 , 不 过 将 那里 的 [一 MoKpo 换 成 这 里 的 
(I—Ao@ K)e— f, 则 得 
(一 MoK)p 一 了 = 0, 
这 就 证 明了 在 关 适 当选 取 之 下 ，(5. 26) 与 (5. 27) 的 可 解 性 等 价 . 然而 后 者 的 
可 解 性 由 定理 1.4. 1 (1),(2) 得 知 等 价 于 


ml 
(TIQ—aiK)/f,w) = 0, (5.28) 
j=1 


而 w 是 方程 
— Ao” (K * "o = 0 (5.29) 
的 任何 解 ，(5. 28) 又 可 写 为 


0 = (AJEL awk] e) (Ilai Jw) 
j=1 j=l 


m—l 
= (f ]] AiK * w). (5. 30) 
j=1 
nr—l 
令 Y 一 [GT 一 MeiK )w, 则 (5. 29) 为 
j=1 
ml 
0=w—AK* ww = (I—AK TIO— iK >o 
j=1 
= (I—AK*)y, (5. 31) 


即 y 是 (5.19) 的 解 ，(5. 30) Mp = 0. 由 于 mm 按 上 述 方法 选取 , 所 以 
(5. 19) 与 (5. 29) 的 可 解 性 也 相同 , 而 (5. 28) 对 任何 w 成 立 , 这 意味 着 (5. 31) 
对 一 切 yy 成 立 . RZ, EG yp = 0, yy 是 (5.19) 的 任何 解 , 则 有 
m—l 
(ILAK * )e) = 0. 
j=1 
按 上 述 相反 步骤 可 得 
(Hap) = = . 


仍 由 (5. 19) 与 (5. 29) 的 可 解 性 相同 知 ， (5. 28) 关于 (5. 29) 的 任何 名 成立 . NE 
最 后 指出 ， 本 节 结 果 可 推广 到 含 复 变 元 、 沿 曲线 积分 的 F- ] 积分 方程 


pO 一 | Kl npr) de = f), (5. 32) 
其 中 工 为 简单 逐 段 光滑 曲线 (封闭 或 否 )，K(tr) AIA. Bj 
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H(t,7) 


KG) = ls 0<a< 1， 


— rle? 
HOD 在 LXL 上 连续 , fGO 在 L 上 连续 . 
对 于 这 种 方程 同样 有 Fredholm 定理 . 这 只 须 按 1. 4 节 注 3 的 方法 , YH 
线 工 的 参数 方程 (4.18) 代入 (5. 32), 同时 注意 到 |z Ol = 1 以 及 
H(Cs) ,to))t (o) — mG) Cso) 


KG) = pan “| | 一 cl 
asqa s— 
其 中 
HEC) tot Ca) 
tC) — tlle ， see 
H, (Zyy) 一 s—o 


HAC) DE O, s= 
是 y:c 的 连续 函数 . 这 样 ，(5. 32) 就 化 为 等 价 的 、 含 实 自 变 量 且 积分 上 、 下 限 
为 有 限 的 含 弱 奇 性 核 F- HI 方程 ,从 而 可 得 出 相应 的 定理 . 


1.6 Schauder 不 动 点 原理 及 其 应 用 


前 面 几 章 着 重 讨论 了 线性 积分 方程 ,但 定理 1. 2. 4 及 定理 1. 2. 11 也 涉及 
非 线性 积分 方程 解 的 存在 性 及 唯一 性 , 不 过 是 在 较 强 条 件 下 讨论 的 ,本 节 将 
在 较 弱 的 条 件 下 讨论 非 线 性 积分 方程 解 的 存在 性 (但 不 保证 唯一 性 ), 其 基本 
工具 就 是 Schauder 不 动 点 原理 . 


1. 6.1 Brouwer 不 动 点 定理 


作为 Schauder 不 动 点 原理 的 预备 定理 , 我 们 首先 讨论 它 在 7 EKRE M]. 


中 的 定理 形式 ， 即 Brouwer 不 动 点 定理 . 

定理 1. 6. 1 (Brouwer) WE Ana ERAEN, &S= {x| |x | STI, x€ Er), 
oP | x| = (lal 2)? Ë xS (aaran) Æ E, 意义 下 的 范 数 . 
设 天 是 S 到 S 的 连续 映照 ， 则 存在 x S, ÈK) = x. 


简 言 之 , 本 定理 表明 E, 中 单位 超 球 到 单位 超 球 的 连续 映照 必 存 在 不 动 


在 一 维 情况 下 容易 得 到 本 定理 的 几何 解释 . 现 设 > — K(x) 是 定义 域 为 
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—1 Kr S1, 值 域 为 一 1 过 y 达 1 的 连续 曲线 , 则 曲线 上 至 少 有 一 点 在 第 一 、 
第 三 象限 的 角 平 分 线 上 . 或 者 说 , 设 A,B 分 别 为 线段 z =—1, —1<ç y< 1 
及 工 二 1, 一 1 委 y 委 1 上 任意 两 点 ， 则 连接 4,B 的 任意 连续 曲线 必 与 直线 
y 一 并 至 少 相交 一 次 . 

本 定理 的 证 明 分 两 步 . 首先 在 较 强 的 条 件 下 证 明 本 定理 , 即 设 K 是 有 二 


ki (2 1.72 Z.) i= 1,2,…,n， 此 时 要 每 个 ;对 每 个 +; 有 连续 二 阶 偏 导 
数 . 然后 利用 Weierstrass 有 逼近 定理 最 后 可 证 得 本 定理 . 


引 理 1.6.1 设 万 (Czoyzl1… Z.) € CG), i= 1,2, n, GC RH 为 开 
£, 在 nX (Ca 十 1) #É- 
afi Ifa .. Ifi 


azo 31L ILa 
Izo dz. dTn 
Ifa gf, .. Ifa 
ILo Ax IEn 


PRES z; 的 列 (j = 0,1,…,n) 后 的 方 阵 组 成 的 nn 阶 行列 式 记 为 F;, 
则 
z aF; 
> CD 32 = 0. 
证 EF t, 记 , 户 … 广 关于 zx( 夫 力 的 一 阶 偏 导数 的 那 一 列 元 素 
车 再 对 zz; 求 偏 导数 所 得 的 行列 式 记 为 Fj , FÆ Fa BBS 1471563340 < £ < 
7 一 1 时 为 
afi fi .. fu , 9f f , fi 


Ixo ; gx, nOn QZR9Ti ? gx; ° z; ? ° GT， . (6. D 
当 j 十 1 < £ < 时 为 

Pfi dfi ... 2h 3f ... 2 fi Df (6. D’ 

ILo , Ax . ? IL , ILj+ , ? IXIL; , ? ILa ` 
根据 行列 式 求 导 法 ， 

n .aF. n . 
ZC Di S= (DT + Š )F, 
j=0 Tj j=0 Oh jJ+I<k< 


=( > + > )Vir. Cx) 


0O<e< sm OKI << 
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AWIE <j, 来 比较 天 Fy o IERT Fj 的 第 ! 行 元 素 由 (6. 1) 给 出 , 而 Fa 
的 同一 行 元 素 , 由 (6. D 应 为 
afi Ifi .an an n Pfi ... 3h 


AXo . Dzi ? . CETER . ILe . . zi Ax M ? Iapa 


— Ffi of . 
将 Fi; 中 由 二 阶 偏 导数 一 构成 的 那 一 列 向 左 平移 7 一 一 1 次 


9i DT IXIL) 


a 


F = C 1) Fy 或 (一 IYF; 一 一 (一 DEF,,. 
将 后 者 代入 (x ) R, 
yc 5 —C— FF; + D) CVF 


j=0 Tj ockTjen 0<j<k<n 
= 2 一 (DEF 十 2 CDF 
0<; << 0<;<k<n 
= 0. E 


引 理 1.6.2 S 同 定理 1.6.1 所 设 , 开 是 S 到 S 具 有 二 阶 连 续 导 数 的 映照 ， 则 
#£ x € S, $K = x. 


证 用 反 证 法 . 设 对 任意 的 x € S, K(x) Z x. 通过 如 下 一 系列 步骤 而 
导出 矛盾 . : 

(1) 作 

plax) = x+a(x—K(x)), —e=e° < a < 十 cc. 

当 一 1 委 a< 委 0 时 , 这 是 连接 x 及 K(x) 两 点 间 线 段 上 的 一 切 点 的 集合 . 此 直 
线 与 S 的 边界 3S: | x] = 1 只 有 两 个 交点 , 且 分 别 相应 于 参数 a 宇 0 及 
a <—1, 并 由 二 次 方程 

1= | glas) ||? = |x || 2 +2a(x,x—K(x)) +a || x — K(x) || 2 
RE. 设 方 程 中 两 根 较 大 者 记 为 akx), Mal) 220. 容易 看 出 , a(x) = 0 4 
且 仅 当 xl = 1 解 出 a(x)， 由 假设 推 知 , a(x) 也 有 二 阶 连续 导数 . 将 
alx) 代入 yla,x) rB, 得 

plalx) ,Xx) = x+alx)(x— K(x)) 


(2) 令 
Ja: = x+ ta (x)(x K(x). 0 < ¿=< 1. (6.2) 
4 t= 0 BF, /(0,x) = x HERRE; 当 1 — 1 BP, f(1,x) = glalx),x) 是 
S 到 35 的 映照 ; 而 当 0 过 1 过 1 时 为 x 至 yla(x) ,x) 线段 间 的 映照 点 , 从 而 
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D 令 
9 f; (t, z) Hza) 


v(t) =Í. det( 


du,» 


其 中 det( 24 < ) 是 /的 Jacobi 行 列 式 ,ww 是 Es 中 的 体积 元 素 . VO 代表 S 的 
条 集合 SO = (S0) 的 "体积 ” 


因 /0,x) 二 x 为 恒 等 喘 照 , BI def 2L) = 1, 从 而 


v(0) -| .du > 0 (6.3) 
为 单位 超 球 S 的 体积 ; X f(1,x) 是 S 到 35S 的 映照 ， 从 而 
v(1) = 0. (6.3) 


(4) 最 后 我 们 来 导出 矛盾 . 因为 v(z) 显然 可 微 , B. 
v(t) = | Zae [b zo) dun. 
重新 使 用 引 理 1 中 的 记号 ， 把 :看 做 是 其 中 的 zo， 并 引用 引 理 1. 6. 1 的 结果 有 
vE) =|; odu, 一 一 xc 过 dv 


把 上 式 体积 分 化 为 单位 超 球 面 上 的 积分 把 下 式 中 的 dz 认为 是 单位 起 球 面 上 
的 面积 元 , 则 有 


Q = >C D| Fjzjdo. 


H (6.2), m 
Ff =aW aK) = 0, 当 [x | = 18, 
或 即 
=o, i 一 1,2， sn 


TÆ, j= 0 BF. 已 在 3S 上 为 零 , 从 而 
uG)=0, z€ [o,11. 
或 即 : € [0,11 时, G) = W 3, 这 与 (6. 3) , (6. 3) 矛盾 . |] 
定理 1. 6. 1 的 证 明 由 Weierstrass 定 理 , 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 可 用 多 
项 式 一 致 逼近， 即 存在 多 项 式 K, (x), 使 对 j x] < 1 一致 地 有 
[KO —K,,G | < 1. (6. 4) 


3 K, (x) 满足 (6. 4) 时 , —J K, (x) 不 是 S 到 S 的 映照 ; 但 容易 看 出 K, (x) 
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是 S 到 S WRR, Sn 一 (x| Ix | 过 1 二 去). 


令 


K; (x) = +K, (x), 


则 K2 为 S 一 S 的 映照 , ME K: (x) 在 || x || 过 1 时 仍 一 致 趋 于 开 (x)， 这 
是 因为 


| Kœ) — K; (x) || = gow 一 (1 一 二 i) K, G| 
< || K(x) — K, Cx) || +—= | K,, Cx) Il 
jy. 2 ; 
<+ — (1 + =)= Z, (6. 4) 


由 引 理 1.6. 2 SIE x? € S, 使 Ki; (x ) 二 x 中 .我们 还 不 能 说 Kx 的 不 
动 点 x”” 趋 于 KK 的 不 动 点 , 因为 x*” 的 极限 一 般 不 存在 . 但 因 || x || <1, 
故 必 有 收敛 子 列 x — x € S. 则 可 证 明 x 就 是 K 的 不 动 点 . 事实 上 ， 
I K(x)—x || < J| KG) — Ka) || + || KT) — K Geo ) || 
+ |x x], 
由 于 K 为 连续 映照 , 右 端 第 一 项 可 任意 小 , 第 三 项 由 定义 也 任意 小 . 中 间 项 
由 (6. 4) 可 任意 小 . E" 


推论 2 Š 5 S FEE, KAS aS taR, UAE x € Š, 使 
K(x) = vx. 


证 设 同 胚 映照 为 了 1, 考虑 SS 的 连续 映照 广 ' Kf 并 应 用 定理 1. 6. 1， 
立即 可 得 EË 

特别 地 , E, 中 的 有 界 凸 闭 集 与 S FE. 从 而 E, 中 有 界 凸 闭 集 上 的 连续 
映照 存在 不 动 点 , 这 点 下 节 将 用 到 . 


1.6.2 Schauder 不 动 点 定理 


为 了 说 明 本 定理 ， 先 引进 几 个 有 关 概 念 . 
定义 1.6.1 线性 空间 的 集合 S 中 , 若 对 任意 的 xy € S, VAA tx + 
(1 一 Dy € S. 0 << 1, ME SHAR. 


中 ”着 存在 集合 A 到 中 上 一 对 一 的 双方 连续 映照 三 ( 即 f, 广 ! 均 连续 ), 使 A 映 为 B， 
则 称 A 35 BARK. 而 f 称 为 A -> B KEARE. 
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众所周知 ，S 为 凸 集 的 充 要 条 件 为 : 若 x; € S, t >0, ai =], 则 St 
€ S. 这 可 作为 凸 集 的 另 一 等 价 定义 . 

设 A 是 线性 空间 中 的 集合 , 那么 一 切 包含 A 的 凸 集 中 的 最 小 凸 集 称 为 A 

以 下 证 明 , A 的 凸 包 为 集合 

{nm +x Htt, |x; € A, 万 之 0， Sz =], n=1,2;=}. (6. 5) 
. i=l 

这 就 是 说 要 证 明 : 

1” 有 (A) Erti BJ; 

2° h(A) DA; 

3” 任何 凸 集 Ali DA, BA RA) CA. 

由 性 集 的 等 价 定义 知 hC(A) 为 西 的 , 故 1 成立. 其 次 , 对 任何 x € A, 写 
x= 1.x 为 (6.5) 形式 (n= 1 的 情形 ), 于 是 x ERA), 这 就 是 2" 最 后 车 同 
# A, DA, I x € h(A), B 

x= Dx,, x € A, t; = 0, S=], 
j=1 j=l 

Tü x; e€ 4CAi， J 一 1,2,.*,n, 由 于 A; 是 凸 集 ， 由 凸 集 的 等 价 定义 ， x € 
A, . El! h (A) C A, ? 3° 得 证 . 

定义 1.6.2 设 S 为 度量 空间 R 的 子 集 . 若 S 中 任 一 无 穷 集 都 存在 于 R 
中 收敛 的 子 列 , 则 称 S 为 致密 集 ( 或 称 列 紧 集 或 相对 紧 集 ) ; # S 中 任 一 无 穷 
集 都 存在 在 S 中 收敛 的 子 列 , MUJ S 称 为 紧 集 . 

可 见 ， 紧 集 就 是 致密 的 闭 集 . 

定义 1.6.3 设 尺 为 度量 空间 , ACR 若 对 固定 的 se > 0, FEl, 
T2 PERENE ) CA, 使 Ü NGzi:e) DA, 则 称 {z] ?2 Tp) 为 A 的 一 个 有 限 
e R), 其 中 NC e) 表示 以 xz; 为 圆心 、s 为 半径 的 邻 域 . 如 果 对 任何 e 0, A 
FEAR eN, 则 称 A 完全 有 界 . 

由 泛 函 分 析 中 知道 , ÆR WEEZE, S 为 致密 集 , 则 S 必 完 全 有 界 ; 反 
Z. 当 民 为 Banach 空间 时 ，S 完全 有 界 则 S 必 为 致密 集 . 

E, 中 的 有 界 集 必 致 密 ， 又 E, 完备 故此 致密 集 完 全 有 界 ， 显然 完全 有 界 


@ ”例如 参看 夏 道 行 等 编 ( 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 》 FH, 第 二 版 , 高 等 教育 出 版 社 ， 
1985 年 . 
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VAT AM E, 中 的 有 界 集 与 致密 、 完 全 有 界 均 为 等 价 概念 . 然而 无 穷 维 空 
间 中 ,有 界 集 未 必 致 密 或 未 必 完 全 有 界 ， 有 界 闭 集 未 必 为 紧 集 . 


定理 1.6.2 (Schauder) Z S 为 线性 赋 范 空间 尺 中 的 凸 闭 集 , 且 开 (S) 致密 . 
K S 3 S 的 连续 映照 , 则 至 少 存在 一 点 YE S, 4 K) = x. 


证 方法 是 转化 为 有 限 维 空间 中 的 有 界 闭 凸 集 上 应 用 Brower 不 动 点 定 
H, 然后 由 它 的 不 动 点 引出 本 定理 的 不 动 点 .. 

1. 转化 为 Brower 不 动 点 定理 . 起 关键 作用 的 是 KO 的 致密 性 , 由 前 
述 , KS) 必 完 全 有 界 . 特别 取 e= eo >> 0 GF eo WE), 必 存 在 eo 网 : (1, 
23n CKO CS, fE 


U Nje) DKO). ` (6.6) 
L 


设 zlyzz，…zm 张 成 的 凸 包 为 So = h(z1,z2 En) HA SHOR, 由 凸 
BEX, WTS. S, 必 属 于 R 中 的 一 个 有 限 维 空间 L。 中 , 其 维 数 决定 于 zi ， 
XT2，"… ,Tn 中 线性 无 关 元 素 的 个 数 . 

ro 


"o 
So 是 有 界 集 ， 因 当 zeE S 时 有 并 一 bitaj, t; = 0, t; = 1. 于 是 
1 


= 
lel < > lz; | = max lz; ll. 


HES, 是 闭 集 ， 用 归纳 法 ， 显然 Ala) = te c) HAR, 称 为 0 维 锥 . 
h(x sa) 是 闭 线段 Lzl ,zz?], WAR. 视 为 zz 与 0 维 锥 (zl) 连 线 生成 , 称 
为 1 维 锥 . 而 


:>0, D4 


一 [nrs + (1—13)é ñ £ € M aap), 


h(x sT? z3) = [na - toro 十 fs <; 


其 中 


¿=n + 


h(xi;X2，X3) 是 x3 和 1 维 锥 h(xzi r) 连 线段 的 集合 ， 为 闭 三 角形 (或 退化 为 
一 线段 ), 是 闭 集 , 称 为 2 维 锥 . 类 似 ， h(r s Ez 23 24 ) 是 za 与 2 维 锥 六 zl， 
72 :73) 连 线段 的 集合 ,为 三 棱锥 (或 退化 为 低 维 锥 )， 为 闭 集 ， 称 为 3 维 锥 . 
一 般 地 设 hC zz z, 1) 称 为 m 一 2 维 (no 之 2) 锥 , 是 闭 集 . MJ 
ACzlyzaryzn ) = (t FAS tn DE lE € hr za," sIn) o 


no 


9 


ix 


n Tng 
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其 中 


即 h(xi za stn ) Ë za 与 四 一 2 维 难过 线段 生成 的 集合 , 称 为 mo — 1 维 
锥 . 于 是 ?Su 由 线段 组 成 (包括 端点 ) 且 3Su < So， M So 必 闭 . 因 So < So; 
从 而 So = So U IS S Sos 又 显然 So C So 故 So = Sos Bl S, 为 闭 集 . 
既然 So 为 有 限 维 线性 空间 中 的 有 界 凸 闭 集 , 为 了 应 用 Brower 不 动 点 定 
理 , 我 们 来 构造 S, — So 的 连续 映照 . 首先 易 见 
eo— hel, Hal <o; 
r= læ l Seo 6D 
是 及 上 的 非 负 连续 映射 ， 从 而 复合 映射 
uy) = f(K(a) — z4) 
_ B — | KG) — zx, | KG) —x, || <o; (6.8) 
0, | KC) — x, || > eo 
X} k = 1,2,…,no， 均 为 S 上 的 非 负 连 续 映 射 . 且 可 证 明 对 任何 x € S, 


D GD >0. 事实 上 , 由 (6. 6), 必 存 在 某 个 如 , IEK) € NC ,eo)， 即 
=1 
| KC) T Th | < o° 


m 
或 即 对 这 个 &0， us (x) > 0, 从 而 > u, (z) > 0. 于 是 可 作 映 射 
p=1 


no 
Du (CDE 
Ko) = 所 一 一 一 ， (6.9) 
>u (z) 
k=0 
其 中 
mo 
na = CO >o, t=) = 1, 
k=0 


5 Ug (z) 
k=0 


从 而 Ko 是 S — So 的 连续 映射 , 更 是 有 界 凸 闭 集 S, — So 的 连续 映照 ， 由 
Brower 不 动 点 定理 , 存在 x € So。CS 使 
K, (20) = zo. (6.10) 
2. 由 Brower 定理 的 不 动 点 引出 本 定理 的 不 动 点 . 由 (6. 10), (6.9), 
(6.8), 考察 天 (zo) Ej z 的 关系 ， 
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| 天 (2zo ) Xo | = | K(xzo) ~ Ko Czo) I! 


| Sia a) (KG) — mu) | 
k=1 


no 
>u (zo) 
j=1 
>; up (x0) l 天 (xzo) — z | 
< aw — — — < €. (6.11) 
> ug (zo) 
u, (zo )2>0 


以 上 是 取 e = so 这 0 得 到 (6. 11). XMR e =en > 0, Hen 单调 下 降 趋 于 
F., 由 以 上 讨论 必 存 在 z C S, 使 


|| Klm) — £m || < Em- (6.12) 
H KO 致密 , 存在 (zx } C (=, ), HER SAAR, 使 
Klam) > z € S. (6. 13) 


现 证 工 为 天 的 不 动 点 . 事实 上 , 由 (6. 12),(6. 13)， 有 
| zw — = || < I zw ~K Em) | + | KG, D —z | ->0. (6.14) 
H K 的 连续 性 ， 
KG@,,) > KG. (6.15) 
比较 (6. 13) 与 (6. 15) 有 K(%) = zx. Á 
该 定理 的 好 处 在 于 , 不 要 求 R 的 完备 性 , 不 要 求 S 有 界 , 且 代 之 以 天 (S) 
的 致密 性 , 并 显然 把 以 下 命题 作为 本 定理 的 特例 : 


推论 (Schander) 设 S 是 线性 赋 范 空间 尺 中 的 西 紧 集 , K # S šJ S 的 连续 映 
BE, 则 至 少 存在 一 个 工 € S, 使 K(z) = T. 


1.6.3 Schauder 不 动 点 定理 的 应 用 
我 们 考虑 形 如 
olr) —a| kK (rz,W Yly ply))dy=0 
的 积分 方程 ,a,5 有 限 或 无 限 . 当 a,5 有 限时 , 不 失 一 般 性 , 可 令 a = 0, b= 1. 


定理 1.6.3 在 积分 方程 
1 . 
çG) =a | KC, y) (y, p69)) dy = 0 (6. 16) 


中 , EKD 88 0 < z,y<1 htk, AG |K(z,y)| < C. ¿z S = 
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1 
f lyy | dy < B°, 


而 且 对 于 e > 0, 存在 8(e) > 0, 48 5 gpp € S, lop ll < ó(e) 
时 ， 


| lG. G) — yg) dy < ë, 


mA% [A| < ZÁ 时 ,方程 (6. 16) + S 中 至 少 有 一 解 . 


证 BA SEADE, 把 (6. 16) 写成 算 子 形式 
e= AKo = Tọ. 


[TeGz)| < A| | K) gogo) ldy < AC: B< M. 
从 而 
|| Te || < M. (6.17) 
其 次 , 工 是 连续 映照 因为 对 e > 0, 存在 9 > 0, fE gpp €. S, 
|| gi — p2 || < ë Ff 


1 
| Te, — Te: | < Milc(| lym OD — Gy O) dy)" 
< |All .Cre 
从 而 
17p: — Togel < IAIC + <. (6.18) 
最 后 证 TS) 致密 . 因 对 任意 的 o € S, 由 前 知 ， 
.| TeG@) | < M, (6.19) 


利用 KCz,y) 的 一 致 连续 性 , MFE q> 0, 使 当 |z 一 zz| < Bf, 


1 
1 + 
| Ty(z1) — Tolz) | < la lB (| Key) — KG, y) |24y)° 


< 11Be. (6. 20) 
以 上 说 明 TCS) 一 致 有 界 且 等 度 连续 ,根据 Arzelà 定理 中 . {Tp(z)} 必 有 一 致 
收敛 的 子 序列 (当然 平均 收敛 更 无 问题 ), 从 而 TC(S) 致密 .由 定理 1. 6. 2 便 得 
结论 . I 


@ 见 夏 道行 等 编 《 实 变 函数 与 泛 函 分 析 》 下 册 ，, 第 二 版 , 高 等 教育 出 版 社 ，1985 年 ， 
第 104 — 105 页 . 
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推论 对 KK(z,y) 的 假设 同上 定理 , 设 对 于 0 扫 ? 委 1 及 一 切记 
|yCy,2) | < B, 
mAT e> 0, FESSO 4& Š pp € S, gi 一 gy 二 时， 


1 
| [yy sp O — ply,9p2 Cy)) | dy < =, 


则 当 |X| <% 时 ， 方 程 (6. 16) + S 中 至 少 有 一 解 . 


例 1 讨论 方程 
1 2 2 
-al — > d, = 
paal, TETT? =o 
的 可 解 性 . 
设 S= tele € L2[0,1], | ol <1), 易 见 
Kley) = x +y < 2(= O), 
= 1 = 
XF > 0, 取 5 = =, 则 当 gop C S, ll Pı — pz | < ó Bf, 


f 1 1 
0 


1 
FT TF e< [gC | — lpo] dy 
从 而 当 |4| < 过 = + W, 方程 至 少 有 一 解 . 


< |l gT @2z 2 <ë. 


例 2 有 关 方 程 p(x) 一 二 | sinz 22(y)dy = 0 的 可 解 性 . 


前 面 的 定理 保证 至 少 有 一 解 , 不 过 由 = 0 及 p = sinr YAE, MEN 
程 的 解 并 不 唯一 . . 

下 面 我 们 保持 定理 1. 6. 3 中 关于 Wy:p(y)) 的 假设 , 而 将 KC y) 推广 
到 属于 上 的 类 中 . 


定理 1.6.4 对 yp(Cy)) 的 假定 同 定理 1L 6.3, 但 设 KCz,y) € LEL0,1]， 即 
Nh |K(z,y) |? dz dy < Œ <+, 


则 当 |2| < P 时 ,方程 (6. 16) + S 中 至 少 有 一 解 . 
证 可 以 像 定理 1. 6. 3 的 证 明 那 样 , 并 利用 Schwarz 不 等 式 可 以 逐 字 逐 


续 性 (6. 20), 关键 是 K(x,y) 未 必 连 续 , FETO 的 致密 性 得 不 到 . 现 转 而 


56 — ETA 解 的 在 在 性 及 唯一 性 定理 


考虑 构造 一 串 S 到 S MERRET, o ET, (S) 致密 , B T, 关于 gp € S 一 臻 
逼近 T, AEA T, CS) 的 致密 性 得 出 TCS) 的 致密 性 . 

ËB L,[0, 1] CCO, 1] 的 完备 化 空间 ,对 于 KCz,y) € Lz[0,1], 必 
存在 K, (zx,y) € C[0,1], n= 1,2,…, 使 


1r1 
lim[ Ü |K(z,y) — K, (z, y) |2 dz dy = 0. 
设 
1 
PP Kæ) lidrdy = Q < eo, 


则 在 L2L0,1] 范 数 意 义 下 , 当 n N hf, 
| K,G,>x) || < | K,G:,y) — KG, y) || + ll Ky) | 
<1+G; 
4 n < N Bf, | K, (z, y) ll <D. C= max{l] +C, D}, 则 有 
IK(z,y) || <C, Ky || < C. 
其 次 令 


1 
Tap = | K, Ep) dy 


因 天 wzsy) € CL0,1], 根据 定理 1. 6. 3 ZUTA T, E. S 到 S 的 连续 映照 
Ë T,(S) 致密 . 而且 此 时 T, 关于 gp ESEL, P-IRT, 这 是 因为 p € 
S 时 , 对 充分 大 的 m， 


ırı 1 1 
| T,e—Tel < lal 人 | K(@%,y) — K, Gs y) | :drdy| lyg) [2dy| Z 


ri 


<5 ` as(| F [K(z,y) — Kp (x,y) l dedy) 


' <e. (6.21) 
最 后 利用 对 角 线 法 证 TOS) samt AHH lp) € S 时 {Ty,} C 
TCS. 由 于 Ti (S) 致密 , 必 存 在 {po ) C {9,}, E Tie, W Cauchy 序列; 
又 Te(S) 致密 , 必 存 在 (pe ) CC (Pooy ) p Tigo Ck = 1,2) 为 Cauchy 序 列 ， 
如 此 等 等 ， 一般 地 ，T (S) 致密 必 有 {g mw ) C {gop}), IE Tip, k = 1, 
2, ***s m) 为 Cauchy 序 列 . 最 后 , 我 们 挑选 序列 {gw } ,对 于 任何 二 1,2,…， 
它 除了 可 能 前 面 & 一 1 个 有 限 项 外 , 是 {gw) 的 子 序列 . 对 于 一 切 & = 1, 
2,0, Theo 是 Cauchy 序列 ， 现 证 To, 为 Cauchy 序列 . 事实 上 ， 
ITpro = Tonm | < I Toro — Trou I + Il Tiopra — Trenen || 
+ || Tign — Toppo ||. 
H (6.21), 存在 充分 大 的 k 使 右 端 第 一 、 第 三 两 项 充分 小 . 固定 #, Ej wm 
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为 T, 的 Cauchy 序 列 , 于 是 , 4n” ,m™® — N BF, 中 间 一 项 也 可 任意 小 . 故 
TC) 致密 . 由 定理 1. 6. 2 本 定理 得 证 . E 
当 区 闻 [c,b 有 一 个 或 两 个 端点 为 无 穷 时 ,我 们 有 如 下 推广 ,例如 考虑 
a 一 一 co, b 一 十 ec 的 情况 (其 余 情况 本 质 不 变 ). 
定理 1.6.5 在 方程 
gw(z) 一 人 | Ker ys gy)) dy = 0 (6. 22) 
P, 设 开 (zy) € L,[— eo, +}, 
EE, |K(z,y) |2 dr dy < Œ <+ 0, 
X S= (ele € L,[—=ə, +]; [el 委 M)， 并 设 当 9 ES 时 ， 
| lly pol dy < 有 2 ， 


又 对 于 任何 e 汪 0, 存在 6(e) >0, 4Ë 5 gg € S, || o —@ l| < (e) 
时 ， 


F [Wo — (y, e; (y) dy < e, 
则 当 |A| <ë M 时 ， 方程 (6.22) 在 S 中 至 少 有 一 解 ， 
证 令 
Te = | Kygo) dy, 
逐 字 逐 句 重 复 定理 1. 6. 3 证 明 中 (6. 17) 至 (6. 18) 的 步骤 , 得 出 了 是 S 到 自身 


的 连续 映照 .为 证 明 TOS) 的 致密 性 , 与 定理 1. 6. 4 的 方法 类 似 , 找 出 逼近 于 
了 的 连续 映照 了 .为 此 令 
{K(X,y), —n=<x,y=<n, 
ey -A EE. 


作 映 照 
T, = a| K.G.) pys 2(y))dy 


= | Kz,y) yly p69))dy, 
ERZE Lain n], BRKE. y) po pO 满足 定理 1. 6.4 的 要 求 , 于 是 
T, 是 S 到 S 的 连续 映照 , H T,(S) 致密 , 这 时 T, 关于 p € S 在 Ls 中 一 致 
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1 
l Tg— Tpl < 141B EE |K,(z,y) — K(z,y) |2 dz dy)" 


= TB[ (É L -E ) Ky lardy] 


| 一 0 (关于 pE S 一 致 ). 

然后 如 同 定理 1. 6. 4 那样 证 明 , 利用 对 角 线 法 , 由 TO 的 致密 性 ,导出 

T(S) 的 致密 性 , 最 后 利用 定理 1. 6. 2 得 到 本 定理 的 结论 . j" 
由 定理 1. 6. 4 及 定理 1. 6. 5, 我们 可 以 引出 一 个 判断 集合 致密 性 的 方法 . 


kb 一 


WY ERKAT To, 则 TS 为 致密 集 . 


证 明 已 含 于 定理 1. 6.4 的 证 明之 中 , 我 们 注意 , T, ,了 都 不 必 是 线性 映 
照 . 


第 一 章 习 


en 


1. 将 下 列 微 分 方程 化 为 积分 方程 : 
d) YD Haly (z) Tas (x) yla) = fx), 
yO) = y, yO = ys, 
其 中 al (z)yas(z)y f(x) 在 [0,1] 上 和 连续; 
(2) Gx) +ÀL Cr, gola) = f), 
9(0) = gp(1) = 0, 
Jep LD # 0 < z< 1 Z t W 3 3 q 38 e ER, a) 在 [0,1」 上 和 连续. 
2. 研究 方程 


çG) ~A [K yp dy = f&a), 
a,b 有 限 或 无 限 ,， x) € Lalab]. 设 天 (zyy) 满足 

[kasga] <M] ol,, (1) 
且 对 任意 的 z] ;zs 有 


|K(az,y,zi) — K(m, y, zz) | < NG, y) | zi — zl, 
其 中 
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[EIN P = M<, 


E1<p<+o, 二 十 二 二 1. 试 证 当 |4| <h m ADEE Lla b] PA 


唯一 解 . 
提示 : 利用 Banach 不 动 点 定理 . 
3. 在 上 题 同 样 假设 下 ， 但 (1》 改 为 


[EK eseo ay] < Ml pls» 


Q 


证 明 方 程 
p(X) 一 ij (rysy) dy = f(x) 


对 任何 入 在 LpLa,b] 中 有 唯一 解 . 
4. 说 明 方 程 


olx) - [ypy =0, 0<<x<1 


满足 解 的 存在 唯一 性 条 件 , 证明 p(z) = a 满足 以 上 方程 ,但 | Pade 


5. 用 逐次 远近 法 解 以 下 积分 方程 ,并 写 出 预 解 核 : 
(1) glx) 一 于 | pwdy = e"; 


(2) ga +A | pody = x; 

O pa) 一 | zegCy)dy = fo; 

D paa E dy 一 /Cz) (hk 是 常数 ). 
6. 者 [| IK y) lidrdy = M° <+ 2e, 


[IK æy) hdy < M <+, Í IK ry) ld < M; <+, 
证 明 预 解 核 满足 以 下 方程 (a,5 为 有 限 数 ): 

D Rasya Rüya) = A | RCE) * RG yiA)dz; 

2) IRCE yA) = PRZ DRG ys dz 


7. 解 退 化 核 方程 : 
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10 
D ga) = e +A |” gody: 
(2) glr) = ea | 2ererp(y)dy 
(3) g) -af (zxz—y pl dy = z; 


W pa 一 人 tg dy = f. 
8. # V-I FË: 
d) glr) —2| cose — y) p(y)dy = e”; 


D çG — [1 +2Ge— lg) dy = >+ 1: 


O ga) a a gy dy = fO), 


其 中 alx) blax), f (z) #Lo, 3] 上 和 连续， alx) = 0. 
9. H Volterra 算 子 的 两 个 核 


H, %,y) 


Ki (z, y) = n Hs (x,y) 


z— y)" (z— y)’ 
作 积 算 子 , 证 明 它 是 Volterra 算 子 并 求 出 它 的 核 . 假设 Hi(zxsy) £ 0 < z=,y 
< 1 和 连续 (i = 1,2), H 0<a,B < 1. 
10. 设 H(z,y) # 0 =< x,y< 13£ E, 证 明 
glz) -a P Hana Yo Wdy = f(x) 
对 任何 A 及 了 (x) € C[o,1] Æ L,L0,1] AAE A. 
11. 证 明 方 程 
çG) 一 | G2 Hsing) dy 一 0 
在 |4| 值 的 适当 限制 下 在 Ls[0,1] 内 有 解 . 
12. 证 明 方 程 
glz) 一 | ove Til dy = 0 


在 14| 值 的 适当 限制 下 在 Ls[ 一 oo0, 十 ce] 内 有 解 . 


, K; (a, y) = 
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上 一 章 中 , 我 们 讨论 了 解 的 存在 唯一 性 定理 . 了 解 得 比较 充分 的 还 是 线 
性 的 第 二 种 方程 , 对 于 线性 V -了 [方程 对 任何 4 解决 了 这 一 问题 , 并 且 把 解 
用 预 解 核 表 出 ( 见 上 一 章 (2. 38)). 但 对 线性 方程 , 虽然 Fredholm 择 一 
性 定理 解决 了 解 的 存在 唯一 性 , 但 方程 的 解 用 预 解 核 来 表示 仅仅 只 在 |X| 充 
分 小 时 才能 做 到 ( 见 上 章 (2. 20)). 本 章 讨论 线性 F- 卫 方程 的 核 为 连续 时 的 
情况 , 将 证 明 预 解 核 是 4 关于 有 限 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 , 并 指出 预 解 核 的 具 
体 求法 ,从 而 在 更 大 范围 内 能 把 方程 的 解 写 出 来 . 即使 解 写 不 出 比较 具体 的 
形式 , 我 们 还 可 以 讨论 特征 值 的 存在 问题 及 其 特性 . 


2.1 Fredholm 行列 式 及 其 一 阶 子 式 


我 们 考虑 方程 
pa) A | Kz py dy = fz). a.1) 
当 积 分 区 间 为 [a;5j, a,5 有 限时 , 总 可 以 化 为 上 述 形式 讨论 . 设 K(x,y) 在 
0 委 7y 委 1 上 及 jz) 在 0 委 z 委 1 上 连续 . 若 (1.1) 有 解 则 解 必 定 连续 . 现 
假设 (1. D 有 解 . 利用 Riemann 积分 定义 ， 将 (1. D 近似 离散 化 为 代数 方程 
iy lI lx/i j i pain 
de ) 12 TK (3 “nn eí) (ç 让 2 


我 们 期 望 从 (1. 2) 的 解 当 n->oo 时 得 出 (1. 1) 的 解 . 为 此 , 记 (1. 2) 的 系数 行列 式 为 


下) 2) = C(L.) 
D,Q)= RK) | 
Jaep) —2e(22) = de(t) 


ea 
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D, Q) 的 第 i 列 、 第 j 行 元 素 的 代数 余子 式 记 为 D,(i,j;4). 设 D, Q) 天 0, H 
Cramer 法 则 ， 

A 


oi) goi asli), i= 1,2,:- n, (1.4) 
IQ) = 


要 想 论 证 n—> co 时 (1. 4) 的 极限 就 是 (1. D 的 解 , 必须 考虑 D, Q) 和 了 G, j;2) 
14 n — ce 时 的 极限 . 


2. 1.1 .D, (4) 及 其 极限 
由 (1. 3) 可 看 出 D, Q) 是 4 的 n 次 多 项 式 , 即 


D, (1) = > sx (aQ) = 1). (1.5) 
设 3, 为 行列 式 D, Q) 对 第 ; 列 关 于 》 求 导 的 算 子 ， 由 行列 式 求 导 法 则 知 
aP = EDA 
= (à +32 +e aD DA |o 
= 5 一 30% Dp A | 0. 


ay kay-pa, =k Ql laz ! eean! 
注意 到 (1. 3) DLA 中 每 个 元 素 是 关于 4 的 一 次 多 项 式 , 二 次 以 上 的 导数 为 
=, 于 是 


aÉ) 一 5 klgn 32 e3 D, Q) lo 
a| Tay + +a, =k 
ai 为 0 或 1 
一 > . kli 9; 9, D, Q) hio? 
[a sig eoi] 


其 中 [a i in] 表示 从 (1,2,…,n) 任意 取出 个 数 的 一 种 组 合 , 而 上 式 中 
HJ > 表示 对 这 种 一 切 可 能 的 组 合 求 和 , 共 CG 项 如果 记 (1 sizi) 为 从 
{1,2,…,n) 中 任意 取出 个 数 的 一 种 排列 , 则 可 以 写 

aP = 5 Ə,3;,"-29 D. Q) | (1.6) 


Gi" 
右边 和 式 中 共 As 项 . 我 们 为 了 求 (1. 6) 和 式 中 的 代表 项 
a Pi a, D, Q) lizo , 
不 芒 假 设 
i = l, i = 2, **, g = Ë, 


以 便 从 中 找到 规律 . 
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3) 92 90.D, Q) [=o 


—1 (5 1) ... — l. Ë k 
_ KT) TK [77 9 
| _1lgfttl 1) —dg(EE 4) 1 
n n `n n n `n 
-aK (a) = EKZ) o 
k(n) … KGR) 
(一 1 | 
-= ， 
K(i) e KEA) 
于 是 易 见 
KÈ) = (È, 
w —_ — Dš : . 
ii Gs) th Ñ 1 
K(+,2) K(*, 


žk = 0}, 由 (1. 3), 
af = D, (0) = 1. 
当 & 之 0 时 , 为 了 得 aj” 的 简明 表达 式 现 引进 记号 
Krisz) … Kaiz) 
y Th n . 
r| |- : : 
T1 a Klr) = Klapa) 
由 (1. 7)， 


l O) —— q 1 i i 
a] = > —K [ m . n ). 
2 n — eo PF, H Riemann 积分 定义 上 式 趋 于 
1 N 1 p£ 
-[ Ke 1 ) dz =- [K z dz1， 


由 (1.7)， 


一 K (地 ,十 ) ... —LKk(1, 4) 0 -e 


(1.7) 


(1.8) 
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Kea ei) 


aP = A a 
Gi iz - 


QER i = ¿ Bf, 和 式 中 出 现 的 行列 式 为 零 ), 33 n— co BF, 上 式 趋 于 二 重 积 
分 


Tl s 


[ade 


1522) 
类 似 于 以 上 的 推理 过 程 ， 一 般 地 可 得 
at > ca e an deaan (n — œ). 
(T1 To | *** Th 


由 aP 的 极限 启发 . 我 们 如 下 来 定义 D, Q) 所 可 能 趋 于 的 极限 是 合理 的 . 
定义 2.1.1 $ 


DA 
| . DQ) = > pr G (1.9) 
其 中 co = 1, mk > 1 RJ 
! 1 1 Ly Za so 
l c, 一 | -f x| ! 2 ° an dmde, (1. 10) 
1 0 ° T] +T *** s Lh 


DQ) 称 为 方程 (1. 1) 的 Fredholm 行列 式 或 称 Fredholm 分 母 . 
定理 2.1.1 DQ) 为 4 的 整 函数 . 


证 首先 要 用 到 行列 式 估 值 的 Hadamard 不 等 式 : i A = (aj) 是 nXn 


( 复 ) 矩阵 ， 则 
ldetal<(1T> 1 (1.11) 
la | 过 M 时 , 则 由 上 式 得 。 
I | detA} < n? M". (1. 12) 


| 由 于 天 (zy) #E 0 < =,y < 1 ER, ElK, y) | < M. 则 由 (1. 12) 得 


O 证 明 见 F. 黎 茨 著 ( 证 陋 分 析 讲 义 》 第 二 卷 , 科学 出 版 社 ， 1983 年 , 第 40 页 . 
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Bh Ns s *** Zb < kË Mt. a. 13) 
T13 T23" Tk 
于 是 (1. 9) 的 一 般 项 

S|< Bm, 
H D'Alembert 判别 法 知 , 以 上 式 右 端 为 通 项 的 级 数 当 # 为 任何 值 时 收敛 , 从 
TEC. 9) 对 任何 4 收敛 . 因此 DQ) 为 整 函 数 . E 


注 因为 D(0) = 1 0, 所 以 DQ) Z 0, 因此 DQ) 在 全 平面 上 至 多 有 
可 列 个 零点 (Xi), 且 只 能 以 ce 为 聚 点 . 为 了 今后 讨论 方便 , 恒 可 以 认为 按 
la; | 不 减 的 次 序 排列 ， 

la ls [a |<, 
其 中 重 零点 有 几 重 就 重复 写 几 次 .以 后 不 再 声明 . 


2.1.2 Fredholm 一 阶 子 式 


在 讨论 D, CJA) 的 极限 时 , 区 分 i = ; K i= ; 的 情形 . 首先 可 以 证 明 
D, (i,i;4) 是 D,_1 Q) 型 的 行列 式 , E 


lim D, G.i;A) = lim D, (A) = DQ). (1.14). 
不 妨 考 察 DD, (1,1;4). 按 前 述 定义 ， 
A [2 2 —AK(2 n 
l K( 5) AK (on) 
D, (1,1;A) = 


-åK(2,2) ... 1—2K(2,2) 


n n n 
是 D, A) 型 行列 式 , 5 D, (4) 不 同 处 在 于 把 (1. 1) 289 Riemann 积分 时 , 前 
者 取 分 点 


0, 工 ， 2. -Z =], 
n n n 
后 者 取 分 点 
0, 2 3 e, RAA = 1. 
n n n 


此 时 不 同 的 分 点 的 Riemann 和 既 不 影响 可 积 性 又 不 影响 积分 值 . RERE 
字 逐 句 地 重复 ,就 可 知 


n . . 1 
at =], atl 一 一 > LK (a a )> | Ke ;7T1) dz1. 


=2 n n 
一 般 地 也 有 


w -EFA j£ 252 EJ Fredholm 工具 


1 1 1 2 9 9- 
a£ 一 (一 Def -f x| 12 as 


0 4] 2 °" + Tp 
从 而 (1. 14) 成 立 . 当 i 关 j 时 D,(i,j;4) B 提出 公 因子 二 . 为 了 得 到 (1. 1) 解 
的 表达 式 , 将 (1. 4) 改写 为 


人) Da (rm r wsl): 


j=l 


32: 
HEERO. 1) 解 存在 , AURK n —> co 时 上 式 成 为 
p(x) = fla) +a Dla, y1) FCy)dy (1.15) 


(HRE DA) +0), 其 中 D(z,y;4) 为 某 函 数 . MERKE Dle, y; 1) 究竟 是 怎 
样 的 函数 才能 使 (1. 15 确 是 原 方 程 的 解 . 暂 设 (1. 15) 成 立 , 将 它 代 回 (1. 1) 
并 利用 f(y) 的 任意 性 得 


D(z,y;2) 一 ADODJKCzy) +a | KC, z) DGz, ia) dz. (1.16) 
设 


D(z,y;2) = co(zyy) A, (1.17) 
n=0 - 
将 (1. 17),(1.9) 形式 地 代 和 人 (1. 16) ( 若 级 数 (1. 17) 34 z € [0,1] 一 致 收敛 ， 
则 可 逐 项 积分 , 一 切 推 证 均 有 效 ), 得 


Ya, S A)” aK (ep Do S A 


n=0 


ASi ca _ 
Sreo z1 = 0. 
令 A 二 0 有 clz,y) = 0, E. 
crn (113) =— nt D (aK ew + | Kr G, yde). .18) 


现 从 (1.18) 出 发 逐步 导出 ca (m,y) 的 显 表达 式 . 
国 co = 1, colz,y) = 0, 由 (1.18)， 
cy (m=,y) =— K(xr,Yy). (1.19) 
将 (1. 10) 及 (1.19) 代入 (1. 18) 得 


1 | 
c2 C, y) =—2(KCGr,) Kla: ,. Z|) dx, _ KG, KC, y)dz) 
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假设 


| 


1 1 
cz =—n| | K drida (21), (1.20) 
Jo Jo lyna 


考虑 如 下 行列 式 按 第 一 行 展开 
Klz,sy) 天 (zz) … K(xm,z,) 
K LT] Wagh KG 55) 天 (ziyzli) ° K (Zz1 ,Tn) 


Ys Tl Z, 


K(z,,y) 天 (zzl) … K(x,,z,) 


1 


-rng| 


T) Tp Wa 


Lrt Z, y L233 Z, 


+K(w,zs) K 


TLl s T2 3, XT, 
Y sT) Za tt" En 


Xl ?2 3 Tn 


一 天 (zz3) 开 


|+- 


Y 1 s Ú ° Ln 


+ — )”K G,z,) K 


本 
1972， XZ, 
Y 1 一 1 


注意 到 K R aii Je 当 上 (或 下 ) 一 横行 任意 相 邻 二 变 元 位 置 对 调 时 变 


Tn 
X19 Z, 
号 , WERN 


LLys Lp Tl Tn 


| = K(w=,y) K 


| 


T1 2.5 | 


YL s Tn Xl Z, X61255" Tn 


一 天 (zyzz) 天 


S T2 9 13 | 


T1 +Y T3 > Tn 


-Kawak| 


T1 s T2 + T3 9 Te 
LIIT YT 


í 
| 


Tir 2 Tl * ZA 
(1.21) 


TITZ "°° Tl?) 


将 上 式 两 端 对 mm e ,x 积分 : 右 端 第 一 项 积分 , 由 (1. 10) 得 


= cK (x,y). (1. 22) 


1 9 Tn ) 


| 


右 端 第 二 项 积分 为 


1 Z, 
T 
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Li +T °°. Tn 


= [| K æa R 


[ändan (1. 23) 


yy Ta on, 
下 面 证 明 右 端 其 它 各 项 积分 均 化 为 (1. 23). 首先 ,(1. 21) 右 端 第 三 项 积 
分 时 变换 Xl 与 T? 的 记号 : 
1 1 
一 | Ksz)K 


Xl | T ?并 3 |... 


Z] +y s T3 +°" * Tn 


"| dx dz: dz, 


2 9 19 3 > *** * Tn 


-fike 


| dra dr ‘dr 


2 5939 
x e ananas, 
Ysg Za 5 Z, 
上 面 第 二 等 式 已 调换 了 第 一 横行 zs 与 zi 的 位 置 和 第 二 横行 y 与 zs 的 位 置 ， 
相当 于 行列 式 一 次 行 与 一 次 列 变换 ， 其 符号 不 变 . 类 似 地 作 ， 直 到 对 (1. 21) 
右 端 第 2 十 1 项 积分 , 交换 z, 与 zl 的 记号 , 然后 调换 乘 数 行列 式 第 一 横行 dn 
与 x, 第 二 横行 =, 与 y 的 位 置 (相当 于 行列 式 的 一 次 行 与 一 次 列 变换 ) ， 即 
一 人 KG )K É 172r Eni Fn 
0 0 ` 


41 +> Trl 了 


1 1 <, T2 + *°° X, —1 ?TH1 
=—| | Kr,z dK 
9 Tns T23% T —1 yy 


=—| | KG, zr)K 


dx, dzz `. ‘dr, 


dz, dz dx: 


， 1 1 Li s T2 + ° *° Lr] * Z, 
=—| | 12 i —— 


Xs > °° * Tl Ty 
再 注意 到 (1. 18) 及 归纳 假定 (1. 20), 于 是 
jepe? aa 
0 0 YIT T, 
1 1 1 L] +Z + Ty 
= cK (m,y) + [Kæ Paf x| 


0 (ysT2 Tn 


1 
= cK (zx,y) 十 | KGa Jeca (zlyy)dzl 


o Erh Cr, y) 
7 十 1 ` 
这 就 证 明了 (1. 20) 的 正确 性 . 于 是 我 们 应 该 这 样 来 定义 Dlr, y). 
定义 2.1.2 $ 


Dyd = Ple G, E, (1.24) 


n=0 n 
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其 中 


LyX] En] 


1 1 
c, (z, y) 一 一 | -f K — n > 2, 
0 Jo (yrtit sT 


Ic (z,y) = 0, a (z,y) = 一 KCz,y). #R D(z,y;2) 为 Fredholm 一 阶 子 式 . 


定理 2.1.2 D(x,y;ÀA) ZA 66 3. 83k, (1.24) X T 0 << x=,y < 1 &,*F— # 1 
AE Dlr, yA) Æ zr, y 的 连续 函数 . 


证 根据 不 等 式 (1. 13)， 
[Al” 2: 


C 2) 2 
Casy) ~ n! = < r m M". 


仍 由 D'Alembert 判别 法 知 , 以 上 式 右 端 为 通 项 的 级 数 对 任何 1 收敛 ,从 而 
(1.24) 是 4 的 整 函 数 , 上 且 对 0 委 zy 委 1 绝对 一 致 收敛 , FE Da, yA) 是 


Ty 的 连续 函数 . 这 一 结果 说 明 我 们 以 上 用 (1. 17),(1. 9) 代入 (1. 16) 进行 逐 


项 积分 的 合理 性 . E 
"N 1 他 
推论 6, 一 一 1 [+ Ce, zyaz, n> 1. (1. 25) 


证 在 (1.20) PS y= < EX r 积分 并 利用 (1. 10) 便 得 (1. 25). E 
因 co = 1, colr y) = 0, coly) 二 一 K(xz,y), 由 (1.25) 可 求 出 a, 由 
(1.18) 求 出 cz《z,y), 又 由 (1.25) 可 求 出 cz; 由 (1. 18) LTSR H cle, AA 
此 等 等 .这样 ， 从 (1. 25) RA. 18), 我 们 可 以 轮番 地 求 出 c 及 c, (x,y) ,从 而 
RE DQ) 及 Dlr, yA), 这 为 具体 写 出 方程 (1. D 的 解 提供 了 实际 计算 方法 . 


定理 2.1.3 设 方程 (1.1) 中 K(xz,y) £ 0 < z=,y < 1 Ejk £, (a) 在 
0<x=< 1 h, 则 当 DQ) Z 0 时，(1.1) 有 唯一 解 


pla) = f(a) +Í PE fy dy. (1. 26) 
证 (1.26) 是 (1.1) 的 解 , 也 可 代 回 (1. D 直接 验证 . 由 以 上 讨论 还 可 以 
相信 ，(1. D 当 DQ) 关 0 时 车 有 解 必 定形 为 (1. 26)， 故 解 是 唯一 的 . 
容易 看 出 DQ) 关 0 时 ,(1. D 对 应 的 齐 次 方程 仅 有 零 解 . 把 (1. 26) 与 第 
一 章 关 于 预 解 核 的 定义 比较 , 方程 (1. 1) 的 预 解 核 为 


RCzryyi = Dyd? (1. 27) 


它 是 4 的 亚 纯 函数 , 且 为 r.y 的 连续 函数 . E 
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H RDE 
pa) 十 | erpg()dy = AD，0<zs1 


的 预 解 核 及 DO) = 0 时 解 的 表达 式 , 设 fCa € C[0,1). 
解 ” 开 (zy) =— e, co = L, ce (z,y) = 0, c (m,y) = e, 


1 
cs (z, y) =—2| -30 — eei — [erte de |= 0. 


所 以 
c. (m,y) = c; (m,y) = * = 0, 
DQ) = 1] + — G 一 1)， Dlr, y;A) =—A et, 
e= 
R(xz, yà) 一 -一 人 人， 
1+$(e — 1) 

H 

— — Ae 

gx) = f(z) TA e" f (y)dy. 
l+ > (e° 
2.1.3 弱 奇 性 核 的 Fredhotm 工具 
设 方程 (1. 1) 中 f(x) € C[0,1], 
KG) = HE, 0 <a < 1. 


H(zx,y) 在 0 委 z,y 委 1 连续 . 1.5 节 中 已 证 明 ， m> EA. D5 


第 一 章 的 (5. 10) 等 价 , MAAA Kny 是 连续 的 , iif HAKS +++ 
PVT Kl f 也 连续 . 由 上 段 讨 论 得 知 , 该 方程 的 预 解 核 
Dp Cr, ysA™) 
A” Dm Q") 
3 A WEAR, HKF royi. 当 D, Q" Z 0 PF, FE. D 的 解 可 写 为 
g(x) = f+AKf-+- HRT K f 


1 D, G y Í An) 
二 


R, Cc, yA”) 一 


—— s +AXKf ++ HAT K™ dy. 
若 将 上 式 写 为 
p27) = feo HA | RE yD fGy)dy, 
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则 (1. 1) 的 预 解 核 
_ , D, r, y A”) > 
R(z,y;À) = H(z,y;å) tD an 
1 Dp (z, z;A7”) 


+ 0 D, Q”) 


H(z,y;A) dz, (1. 28) 


其 中 
H(z,y;)) = Klasy) +K; Gr, yA tee t Ko (ro y). (1.29) 

(1.28) 右 端 第 二 项 、 第 三 项 缘 是 z, y 的 连续 函数 . 对 于 第 一 项 , H (1.29) 看 
H, KCz,y) 有 a 阶 奇 性 , MAK: (zyy) E Kma ly HEAR, WHC, yA) 
也 有 a 阶 奇 性 ,总 之 预 解 核 可 写成 
Ri (z, y;À) 

[e= yj 
H RiCz,y;A) 是 4 的 亚 纯 函数 , 是 z,y 的 连续 函数 . 即 (1. D 的 预 解 核 具有 
弱 奇 性 , 而 其 解 可 写成 

RI Czy: ;24) 


çG) = f +a f? YY GD, (1. 30) 


注 1 对 于 含 复 变 元 且 沿 曲线 积分 的 积分 方程 


CO 一 人 ode = fO, 0<a <, (1. 31) 


这 里 工 为 简单 逐 段 光滑 曲线 (封闭 或 否 ) , HOD 在 工 X 工 上 连 E, SJOEL 
上 连续 ,相应 于 (1. 30, 这 里 的 解 写 为 
Ri G(t#,r;ÀA) 
| 一 zj 
其 中 Ri Gr) EX tr E LÆR., Jha 的 亚 纯 函 数 . 这 里 只 须 利 用 1.4 节 中 
注 3 的 方法 就 可 得 到 . 
注 2 用 K(z,y 在 0 委 z,y 委 1 上 有 界 可 测 代替 (1. 1) 中 的 连续 条 件 ， 
W DAO GEO), Dlr, yA) 表达 式 的 讨 t 全 及 解 的 表达 式 完全 与 KCz，>) 连续 时 
的 情形 相同 . 
更 一 般 地 , 设 


Rz, y;à) = OSa <l, 


D = fO +a], f(Ddr, OZa<l, 


| Key) ldrdy<+o, (1.32) 
Fredholm 工 具 也 可 得 到 推广 , 这 一 工作 由 下 . Carleman D AC. T. Muxzmu 2 


© WT. Carleman, Math. Zeitschr. Bd9, Heft. 3⁄4, 1921. 
© WC. Tr. Maxim, 苏联 科学 院 报 告 , 第 42 卷 第 9 期 1944. 
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完成 . 
2.1.4 DQ) 的 零点 与 特征 值 
现在 继续 2. 1. 1 段 及 2. 1. 2 段 中 的 讨论 . 


a) —AD'A) = | Dez,z;a)dz; (1.33) 
(2) #jai< ta | 时 
D(z, y;A) = ~ n . . 
DQ) Z= K „Cr: y); (1. 34) 
(3) #jal< [ate 
D'Q) fi 
DY — > [K,cz, dz, (1.35) 
其 中 儿 是 DQ) 离 原点 最 近 的 零点 . 


证 在 (1. 24) PS y= z, 对 工 逐 项 积分 , 且 利 用 (1. 25), 得 
[Dri de 二 f c, (z, z) t dz 
0 |= n! 


n= 


= 5 — |, (XT dT 


n! 


— ~ (— A)” =— , 
= emsa AD’ Qa). 


又 当 j4| 充 分 小 时 DC) Z 0, 比较 解 的 表达 式 (1. 26) 及 第 一 章 (2. 20) 及 预 解 
核 唯 一 性 定理 1. 2.7, 得 (1. 34). 在 (1. 34) PS y= rlr R DEAA. 34) 右 
端 级 数 对 z,y 绝对 一 致 收敛 , 可 以 逐 项 积分 得 
| .De,zsDdz °° 1 
DoD 一 >| K, Dd. 
再 利用 (1. 33), 便 有 (1. 35). 不 过 刚才 (1. 34), (1.35) 均 当 |4| 充 分 小 时 成 
立 , 但 在 [4 二 [X11 时 , 左 端 为 4 的 解析 函数 , 由 Taylor 展 式 唯一 性 知 展 式 
在 14| jait 时 仍 成 立 . E" 


定理 2.1.5 À 为 DQ) 零点 的 必要 充分 条 件 是 Ao 为 方程 (1. 1) 的 特征 值 . 


证 (1) 必要 性 . 设 
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DQ) = > du 一 1o)， 丰 天 0,r>>0， (1. 36) 


Dir, yà) = Dds(z sy AN0)", d,Cr,y) > 0. (1. 37) 
将 它们 代入 (1. 33) 得 


n= s 


一 ra 一 io 一 X A" | dp Cerade. 


1 
若 | .dzsz)dz = 0, 则 rr 一 1 一 3; 车 | d.C, z)da = 0, Mr- 1 > s. 总 之 


有 
s < r. 
将 (1. 36),(1.37) RAC. 16),， 然 后 两 边 除 以 人 一 10)5， HAA = Xo 得 


a:(zyy) = x, | Kd, (z,y)dz. 


而 d, (x,y) Æ0, 即 存 在 某 点 (xz y0) OK To Y0 <1, E d, Coco yo) Z 0, 从 
而 ds (£y) 天 0, 此 时 qd,(z,yo) H Ao 的 特征 函数 , Gk Ao 为 特征 值 . 

(2) 充分 性 更 明显 , A DA) Z 0 PF, (1. D 对 应 的 齐 次 方程 仅 有 零 解 ， 
故 Xo 不 为 特征 值 . E 

现在 我 们 可 以 用 DA 是 否 等 于 零 为 标志 重新 叙述 Fredholm 择 一 定理 . 
在 方程 (1. 1) H Ky) 和 自由 项 了 (zx) 连续 的 假定 下 , 有 

Q) 当 DQ) Z 0 时, 对 任意 的 f(z)，(1.1) 有 唯一 解 ， 且 可 写成 
(1. 26); 

(2) š DQ) = 0 B, 当 且 仅 当 /(x) 与 (1.1) 的 伴随 齐 次 方程 的 所 有 解 
正 交 时 ，(1.1) 有 解 (不 唯一 )， 其 解 可 写成 


ez) = > npr (1) + @* (z). 
n=1 


o*a) 是 (1.1) 的 任意 一 个 特 解 ，c, 是 任意 常数 ,， (g(xX))? 是 相应 于 入 值 的 
线性 无 关 的 特征 函数 全 体 . 


2.2 D(A) 的 构造 、 特 征 值 


已 见 DO) 的 零点 就 是 方程 的 特征 值 , EDA 是 整 函数 , 因此 可 把 DQ) 
的 这 些 零点 分 离 出 来 写成 无 穷 乘积 的 形式 . 反 过 来 这 种 形式 又 可 用 来 证 明 特 
征 值 存在 定理 . 为 此 , 要 涉及 一 些 整 函数 的 概念 和 结论 . 我 们 只 想 叙 述 而 不 


74 一 3 连续 核 与 Fredholm 工具 


加 证 明 中 . 
2.2.1 与 整 函数 有 关 的 概念 

定义 2.2.1 Be) 为 整 函 数 , T MO) = max re | 所 谓 整 函 
数 f(z) 的 级 是 指 


In IM ]n In MG) 


Pn Pin 2D 

BRA TEJ | 
nlan ' 
0O 一 lim a Inc] (2. 2) 


其 中 ESO 的 Taylor 展 式 的 系数 
定义 2.2.2 r, 为 一 串 单调 递增 趋 于 十 ce 的 正 数 序列 . 使 得 级 数 
> = (2. 3) 
4 a| > 时 收敛 的 最 小 正 数 ce 称 为 (2. 3) 的 收敛 指数 . 
例如 1 的 收敛 指数 为 c = 1. 
n=1 
定义 2.2.3 ”所谓 Weierstrass 质 因 子 是 指 如 下 Elz, p) 的 集合 , 其 中 
E(xz,0) = 1] — z, (2. 4) 
2 p 
EG) = A= expl +7 H HE p>i. (2. 5) 


>J: 

|1—E(Əz,p) |< |z|, p=0,1,2,.. (2.6) 

事实 上 , p= 0 BF, H (2.4) 显然 成 立 . Wd p 之 1 时 , 对 (2.5) 求 导 得 
2 

一 (zsp) 一 zrexp|z 十 等 十 … 十 党) 
AmE z = 0 处 展开 宕 级 数 , 其 系数 必 非 负 ， 然后 将 上 式 积分 有 

1— El, p) =— [ŽE (zp)dz = ert gC), 
其 中 ole) 为 整 函 数 , B 


pa) = 一 Sae" , a 之 0. 
n=0 


34] z| < 工时 ， 


@， 可 参考 庄 折 泰 等 编 ( 复 变 函数 )， 第 六 章 , 北京 大 学 出 版 社 ，1984 年 . 
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oo 


| p(z) | < >a, [z |” < >a, = e@(1) = 1. 


这 就 得 到 (2. 62. 
定义 2.2.4 Biz) 是 以 无 穷 远 点 为 聚 点 的 复数 集合 (>, Z 0)， 且 级 数 
1 
|z. l° 
的 收敛 指数 为 o, 按 如 下 规则 定义 数 p: 
当 go 不 为 整数 时 , p = [oj; 
当 o 为 整数 , 分 别 按 (2.7) H a ==o 时 收敛 或 发 散 定 义 p==o 一 1 或 p==6. 
在 这 种 定义 下 ， 容易 验证 , 级 数 


(2.7) 


iM 


(2. 8) 
必定 收敛 . 这 时 , AARM 

| Ite) = II E(Z.2) (2.9) 

n=l n 

为 整 函 数 . 事实 上 , 只 需 证 明 对 任意 的 R>>0, Hel <R RFI C) 解析 即 可 ， 
或 需 证 明 (2. 9) 在 |z| 过 RR 内 闭 一 致 收敛 , 换 句 话说 要 证 明 无 穷 级 数 
> 
n=1 


在 |z| < R ARRS Bl n EAKA |=, |> R, 于 是 上 | < 1, 


对 于 任 一 有 界 闭 集 GC BC(0,R), 34 z € G, 7 充分 大 时 , 由 (2.6), 有 


Es (2) <a: 21D 


H (2. 8) 收敛 知 (2. 10) 在 |z| < R AABS A2. 9) 为 整 函数 . 


1 一 E( 三 .| (2.10) 


定理 2.2.1 (Hadamard 因子 化 定理 )” 设 f(z) 为 有 穷 级 p 的 整 函 数 ， 则 


fG) = est A II e(z, I p), (2. 12) 


其 中 上 为 非 负 整数 ，P G) 为 g (Ço) 次 多 项 式 , (z=,) 为 f(z) ERAR 
点 , (2.12) 的 乘积 中 这 些 零点 按 重 数 计 ， 力 的 定义 同 前 ,而且 必 有 去 
p; 当 p 不 为 整数 时 , o = o; 当 p 为 整数 时 , o,g 之 一 为 p. 


推论 车 /(z) AARAA p< HERA, 则 f(z) 必 有 无 穷 个 零点 ， 且 
f(z) = I (一 二) (2.13) 


n= 


人 人 
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证 p 一 1 时 ，P,(z) 一 c 为 零 次 多 项 式 . 又 因 o< 1 则 o 必 不 为 整数 . 由 
因子 化 定理 , o = o < 1, c 亦 不 为 整数 ,再 由 p 的 定义 , p = Loj = 0. 根据 
(2.4), 

E(ž,0)= 1—Ž. 


又 因 非 整数 级 的 有 穷 级 整 函数 必 有 无 穷 个 零点 , 故 得 (2. 13). E" 
2.2.2 初步 结果 


定理 2.2.2 DQ) 为 p (< 2) 级 的 整 函数 ， 且 
DQ) = et TTE( 之 ,让 )， (2.14) 
n=l n 
An) 为 DQ) 的 零点 ， 亡 同 定义 2.2.4 所 设 (zs KA Àn). 


证 ”关键 是 证 6 委 2. 因为 D(0) = 1= 0, 即 零 不 是 DQ) 的 零点 , 则 由 
因子 化 定理 2. 2. 1, 必 可 导出 (2. 14). 设 


DQ) = Jaa". 
n=0 
由 (1. 9),(1. 10),(1.13)， 
1 
2 n 
la, |< Ue ) (2.15) 
根据 Stirling 公式 
— ahol y.. 
n! = 5 £) (1 [元 十 )， (2. 16) 
利用 (2. 2), K DQ) 的 级 o 的 估 值 . 由 (2. 15), (2. 16)， 
nlnn — ninn 
—In] a;l l 1 
n 
janl 
< nian r—=B8,. 
Fn 2mn-Fnlnn+-n+-In[1—; +) nlna M—nlnx 
上 式 右 端 分 母 、 分 子 同 时 除 以 nlnn, 取 极 限 得 
p= Im H < limB, = lim B, = 2, ' 


定理 2.2.3 BK, y) ÆE0[Lr y [Sl b, (A. 为 (1. 1) 的 特征 值 序列 ， 
则 
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a 1 1r1 2 , 
> < Nh | K(x, y) |2 dz dy. (2.17) 


i lal? ` 
证 Ü e; (z) 为 相应 于 4; 的 特征 函数 , 由 特征 值 定义 ， 
并 可 认为 全 体 eo; (z) 是 标准 正 交 化 的 , 根据 Beseel 不 等 式 ， 


DK pO < P KG dy, 
i=1 


利用 (2. 18) 代入 上 式 然后 对 z 积分 便 得 (2. 17). E" 
推论 i Klr, y) 同 定理 2.2.3, 则 当 o 二 2 时， 
2 2 
DQ) = + | 1 — 2). (2.19) 
n=1 n 


Àn 的 意义 同 前 . 


证 [I aÍ =2, 且 (2.17) 左 端 级 数 收 全 ,由 pp 的 定义 知 p = 二 o 一 1 二 1. 又 
由 C2. 5)， 


eÈa)= (1-2)È, 


Àn À, 
RAC. 14) 便 得 (2. 19). I 
定理 2.2.4 RK y £ 0<xz,y< 1 bitk, Q) 为 (1. D 的 特征 值 集合 ， 
则 
> 1 =| K, (zyz)dz，7 之 2. (2. 20) 
k=1 Àk 0 


证 现 就 = 2 时 进行 证 明 . 由 (1. 3)， 


D,Q) = |I—AK,|, K, = (TK( 去 ,二 )). 


BAP, k= 1,2,…,n, HO. D 的 特征 值 . 若 把 K, 看 做 算 子 也 可 以 说 05 
k 
(k = 1,2,…,n) 为 特征 值 D，K? 的 迹 数 为 


n n 
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由 线性 代数 ,对 于 任何 矩阵 K, FEAE P iE 


起 x 
K, = P P, 
0 > 
从 而 
Q * 
K =P P 
根据 矩阵 分 别 左 、 右 乘 P 和 P 时 迹 数 不 变 的 性 质 ， 有 | 
SD opty -DEKE tr(E i) em 


H n— eo, ENTO 
1 1 1 
| (EC 2KG,2)az)ae = | K,Ce,z)dz, 


而 左 端的 极限 为 1 ey 现 证 明 如 下 : 首先 , 由 定理 2. 2. 3， > 是 收敛 的 . 
估计 


< 
ka Q; aP) 


co N 
四 > 二 | < Dla aP 2 -2| +| > 
k=1 Q; k=l À% 二 ) 22 
A 1 
Ty 122 (2. 22) 
Na lAl? 
其 中 N 待定 , n> N. 4 n — co 时 ， 
1 
o — j=l KC i Je (z ) ) | K(x, ydg (y)dy 
4; = (£) pa (z) = Àp 
Pkn | 


(k= 1,2,.…,N). 
(e (二 ),… [2)) Rad 分 别 为 相应 28? 及 Xi 的 特征 函数 ， 于 是 


(2. 22) 中 第 一 项 可 任意 小 , 由 定理 2. 2. 3 知 第 三 项 可 任意 小 .又 因 (2. 21) 当 
?1 一 十 cc 右 端 极 限 存在 ,从 而 左 端 极限 也 存在 ,于 是 (2. 22) 中 间 一 项 可 任意 
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小 . 故 n = 2 的 情况 得 证 . 类 似 地 可 讨论 2”>> 2 的 情形 . E" 
2.2.3 进一步 的 结果 

定理 2.2.5 Ra 为 DO) 零点 的 集合 ， 则 


DQ) = ex I (1 一 


有 a -一 | KGz,z)dz. 


Aja, (2. 23) 


证 令 


FQ) = H E(2,1)= H 0-2). 


i 二 1 


对 任意 的 RR 之 0, 取 |4| 二 R, 而 当 i RAAK, JA | 之 RR， 可 以 使 内 | <1, 
H (2.11), 


j-e) E ax, 


my nr 收敛 , 重复 证 (2. 9) 为 整 函数 的 推理 , 知 FO) 为 整 函 数 . 
i=l i 
Ba 为 DQ) 离 原点 最 近 的 一 个 零点 , 当 14| < là | 时 ， 


De 


In FQ) = Dn(1— +) 5 2 


i’ i=] ^i 


另 由 (1. 35), 


FO) DA 
FO) DQ 


一 P Kes, zyax, 
故 
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Ja, nde 


FQ) = Ce DA), 


其 中 C 为 常数 . Sa 二 0 则 知 C= 1, 于 是 

DQ) = eo Ke asao), 
上 式 左右 两 端 皆 为 整 函数 ， 由 解析 函数 的 唯一 性 知 ， 对 任何 A* 上 式 丝 成 立 . Ñ 
2.2.4 ”特征 值 存在 定理 


定理 2.2.6 设 K(lzx,y) 在 0 忒 xXx;y 忒 1 上 连续 , 则 方程 (1.1) 至 少 有 一 非 零 
特征 值 的 必 娄 充分 条 件 是 存在 一 个 2), 使 | Ka(z,z)dr 关 0. 


证 ”只 须 证 如 下 等 价 命题 ; (1. 1) 无 特征 值 的 充 要 条 件 为 对 一 切 n > 2, 
| Kilz nDdr=0 a 
设 (1. 1) 无 特征 值 , 由 定理 2. 2.5 知 , DQ) = eè, 


DQ) P 
六 = | Kez,z)dz. 


与 (1. 35) 比较 得 
| KaDdz=o，n>>2 
反之 , 若 上 式 成 立 , 则 由 (1. 35) 知 


/ 1 
DQ) = h Kesd = 0. 
从 而 DQ) 无 特征 值 . E 


虽然 对 于 DQ) 有 一 一 定 办 法 可 计算 展 式 (1. 9) 中 的 cx, MEA DQ) 的 零点 
就 是 全 部 特征 值 , 但 实际 上 一 般 计 算 DQ) 还 是 困难 的 . 本 定理 告诉 我 们 从 
营 核 的 积分 可 断定 特征 值 的 存在 与 否 ， 而 不 必 具 体 求 出 DQ). 


2.2.5 满足 H6lder 条 件 的 连续 核 


定理 2.2.7 KGa, y) 在 0 过 x,y 芝 1 上 和 连续， 又 对 于 任何 的 y1,y;，0 世 
yey S1 A- az, 0 < x < 1, 有 

{KCz,y) — K(z,ya) | M|yr —ys |°, 0<a=<1 (2.24) 

Gk Ka, y) 满足 对 y 的 Hölder 条 件 ， 县 对 工 一致 :)， 则 DQ) 至 多 为 


2 
— — Z 
Fu A 
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证 ”不妨 设 
| Klr, y) | < MQ. (2.25) 
由 行列 式 性 质 及 Hadamard 不 等 式 (1. 11) 并 利用 (2. 24), (2. 25), 有 
e ye = 
K 
Tiss Tn 


Klasa) KC zz) .. Klai sar) — K(ay ,z,,) KG, ,Xn) 


天 (zyZ1) 一 天 (ZayZ2) s.. K(<, sT) — K(z, Ea) Klaps Tn) 
1 
=< (nM |z, —zi |? nM | z3 ~z |” nME | z, 1 x, |% ° nME)? 
=n? M" (| 225a | |z, 1 za]. (2. 26) 
不 妨 设 


可 以 证 明 5 


T, 1 
la ma s|; z, |< Tri SZ = (2. 27) 
首先 
| za — z, 一 z, 一 TI S T2 
„2 
lz — zs] | £2 — zs | = (zx — zi) (zs — 22) < z (zs — zz) <7 


假设 对 自然 数 a, (2.27) 成 立 , 则 
[xy 一 22| lari Enl lEn — ten S 
利用 微分 求 极 值 方 法 不 难 证 明 
Lat 


[zi — xg | e| £n — Zaa |< < 


Dah — ZT). 


.这 就 归纳 地 证 得 (2. 27) 的 正确 性 . 将 此 应 用 于 (2. 26) 得 
Ti Ty, n 1 a 
[ee] SM [Go| 
于 是 DQ) 的 Taylor 系数 a, Œ n 维 单位 立方 体 上 有 估 值 : 
a 1 a 
la, | < M'n? [Z=] ha 
仍然 用 公式 (2. 16) 并 遵循 定理 2. 2. 2 证 明 中 类 似 的 推理 步骤 得 


@ (2.24) 与 (2. 25) 中 的 常数 M 可 以 调整 得 一 样 . 
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y _ ninn 2 
e= lim afa, S1-a ' 
推论 ”假设 同 定理 2. 2.7, 且 设 广 <<a< 1 则 DQ) ESAn (<DA, R 


DQ) = Hl 0-2). 


n=1 


证 Po <1, DO = 120, 此 时 因子 化 定理 的 推论 中 二 0, 所 以 
站 A 
DQ) = 1— =). 
2) 工人 =) i 


由 于 此 时 sp 二 1, Ma= 1> = 故 A 收敛 
n=] ©n 


2.3 正和 值 连续 核 


引 理 £ AKU 
f(z) = >a," Ga, > 0) (3.1) 
n=0 
的 收敛 半径 为 RR,， 0 < R <+ co, R] z= = RA f (z) 的 奇 点 . 


证 ”用 反 证 法 . D z = RPE f z) 的 奇 点 , (FER 0 < z< < R, f(x) 在 
z 一 工 处 展 式 为 
j= D EPa 
设 其 收敛 半 和 23 ra, Bitz — REHAS > Kro > R—=x, H 


J”? G) = Sakk Dnt., (3. 2) 
k=n 
E z = zè (0 < 0 < 2r) 附近 ， 
°° n) iĝ . 
fz) = > 三 Ce Ge- et)", 
n=0 . 


设 其 收敛 半径 为 rg， 由 Cauchy-Hadamard 公式 ， 


1 _ Tg n f” (zei0) 
— = im. ! 
ro ee] n! 
-mS Dt Dn 
n k=n 
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= |< — 1) (k—n+1 1 
< Im Datt ) < nt m = L. 


0 
TJ r > R—= (0<<0< 2), 从 而 圆周 |z| 一 尺 上 所 有 点 都 不 是 SO 的 奇 
点 ， 因 而 (3. 1) 的 收敛 半径 必 大 于 R, 矛盾. E 


定理 2.3.1 (Jentzsch) 3 K(z,y) # 0<<z,y<<1 LE, 则 必 存 在 一 
单 特征 值 Ao。 D> 0, 相应 于 取 正 值 的 特征 函数 , 而 其 它 特征 值 (如 果 有 的 
7), WA lal >ho. 


K; (£, y) = | Kez,z) KGz, y)dz >> 0. 
由 定理 2. 2. 6， 特 征 值 是 存在 的 . H 3122: 5K nj 4283538 H K, (x,y) > 0, 


n> 2. 设 4* 为 DQ) 离 原点 最 近 的 零点 , $ å = |4*|, Mj às > 0, 由 
(1.35), `4|A| < Ao 时 ， 


DQ) Saf 
DQ) 一 > |. x) dz. 


上 式 右 端 级 数 收 伍 半 径 尺 二 X06， 由 引 理 知 4 二 加 为 D(A)/DQ) 的 奇 点 , 但 
DADO) 是 亚 纯 函 数 ， 从而) 为 DG) 的 零点 , 即 和 为 特征 值 . 为 证 明 对 
应 于 它 有 正 值 特征 函数 ， 只 要 找 出 相应 于 Xo 的 (1. D 的 齐 次 方程 的 唯一 正 值 
非 零 解 . 可 按 定理 2. 1.5 的 证 明 步 又 进行 . 即 由 (1. 36), (1. 37), (1. 33) 知 
s<r. 将 (1.36),(1.37) 代 人 (1. 16)， 两 边 除 以 (一 10) 然后 令 1 = Ao 得 


d, %,y) = io| Kez,z)d,(z, y)dz. 
SWK, G.) = DGr,y 一 QW pys) 


a=] DQ) Q —26 Q) 
_ 1 d, xy) ， 
-a a, + ), 


EP ga) ,glz,y;2) 在 ho 附近 解析 , Qo) = d, Z 0, g(x,y,N0) = d, (m=, y) 
£0, 当 0 <à) < A 时, 上 式 左 边 恒 正 , 右边 的 符号 取决 于 首 项 , 但 因 
Q — AÓ d, 或 恒 为 正 或 恒 为 负 ， 所 以 d(x,y) 必须 保持 同一 符号 , BHEE 
或 恒 负 ， 当 然 可 不 妨 设 为 恒 正 , 记 为 ga). 

设 Yz) 为 相应 于 天 的 任意 特征 值 M1 的 任 一 特征 函数 (1 可 能 等 于 Mo， 也 
可 能 不 等 于 Mo)， 因 此 
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x | Ke, ydy = K2), (3.3) 


x, | Kor yp)dy = pa) > 0. (3.4) 


因 g(x) ,ylx) E € L,[0,1], 由 (3.3),(3.4) 容易 证 明 Wz),p(Cz) € C[o,1J, 
根据 连续 函数 的 性 质 存在 数 a, 使 
|g) | <a, EE =a, 0=< x < 1. 


ga) 5 p(xo) 
显然 a > 0. $ aple) = (a), WI 
[yx) | < DC), E| Ça) | = @, Cro) > 0. G. 5) 
现 分 两 种 情况 讨论 : 


L Rol EAA, MEEST <1&8> 0, 4 z € (zx* 一 6, 
z +à) 时 ( 当 z” 为 端点 时 只 取 左 或 右 邻 域 , 可 类 似 讨 论 ) KOLD), 
ñ Hz)| -i =D (z) 
z" 一 人 “+ 1 
<(| +J. +E.) ) KDA) | —@, ydy <0. 


FET A) |< ED Co) = x 1060) | ， 从 而 


lai T> Ao. (3. 6) 
2° |C) |= @, (z), 则 Wz) = eëX2 0 (z) Ë A. (3.3), 
1 . . 
x | Ka, y) (y) ei dy = p (z). (3. 7) 
又 显然 
x, Kx, yo Cy)dy = p, (2). (3. 8) 
两 式 相 减 ， 


1 ñ 
| KCz, po OA CP 一 10]dy = 0. 


因 天 (z,y)，, (y) 为 正 , 方 括号 内 函数 恒 为 零 , TEO) 一 9(x) = 实 常数 ， 
显然 此 时 bz) = 0Cy) = 常数 ,因此 
YP) = dD Bx) = k + D(z). 
从 而 ylzx) 与 B(x) 相关 且 À =o. fB gÇ) Xà = ào 的 任意 特征 函数 而 又 
和 D (z) B glr) 相关 .可见 实际 上 是 单 特 征 值 . E 
例 方程 


ga =a | Q +ay)eG)dy =0 
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核 正 值 连续 、 退 化 , 且 可 看 出 有 一 个 解 g(x) = a 十 bx. 代入 上 方程 引出 代 
数 方程 


Q — Da — 4h = 0, 
— a+ (1 -4 )b=0 


系数 行列 式 1 一 他) 十 12)2 之 零点 为 8 寸 /55, MENE, 是 方程 的 特征 值 , 对 
应 的 特征 函数 为 


x, 


根据 定理 2. 3. 1 仅 保 证 较 小 特征 值 Mo = 8 一 V32 对 应 的 m_ WIE. 


第 二 章 习 题 


Š 


1. 求 下 列 积分 方程 的 DA), Dlx, yA) ,RCzr,y;4), 并 在 DQ) Z 0 时 写 
出 解 : 


1 . 
(1) glz) —| zyp Cdy = x; 
6 
(2) glr) -| zoly)dy = cosz; 
1 
G) ga 一 erapCy)dy = z; 


W ga) a| ay? Ha y)9G)dy = fa), f) € Cc[o,1] 


2. 以 下 列 函 数 为 核 的 线性 F- 方程 是 否 有 非 零 特征 值 (0 过 x,y 才 1)? 

A) 天 (zyy) = sinne cosny; 

(2) 天 (zy) = zy; 

(3) Kary) = z+ y; 

(4) K(z=,y) = x + xy + x; 

(5) K(z,y) = 1. 

3. 第 2 题 中 的 核 满足 定理 2. 2.7 的 条 件 吗 ? 

4. 应 用 定理 2. 2.7 的 推论 到 以 下 列 函 数 为 核 的 线性 FI 方程 上 去 ,其 
F 0=< xz, y < 1; 

A) 天 (zyy) = e>, 


f 
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(2) K(z,y) = zy; 
(3) 天 (zyy) = z+. 
5. 下 列 核 满足 定理 2. 3. 1 的 条 件 吗 ? 用 该 定理 的 证 明 方 法 求 一 个 正 特 征 


值 1o : 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 


K(xz,y) = z + y2; 
K(z,y) = x — yt; 
K(z,y) = y+ zy? ; 
K(z,y) = 1; 

天 (zy) =—1; 

天 (zyy) = sin 2na sin 2ry。 


6. Kay #£ 0 z,y<1 Fi, Kay) >o R| KC, KG, y)de 
为 正 , 证 明 这 时 方程 (1. 1) 至 少 有 一 个 正 特征 值 . 


第 三 章 ”对称 核 与 特征 值 理 论 


3.1 紧 算 子 和 自 伴 算 子 


本 章 在 Hilbert 空间 H 中 讨论 , 所 讲 的 算 子 都 是 线性 算 子 . 

定义 3.11 设 关 是 刀 一 五 的 线性 算 子 . 若 天 把 任何 有 界 无 穷 集 变 为 
致密 集 , MEKAH 上 的 紧 算 子 吕 (或 全 连续 算 子 )、 也 就 是 说 , Elo) € 
H, le, |< M, n = 1,2,…， 则 必 存 在 子 序列 (gp) C (gn) ,使 Kp 为 收敛 
序列 . 

因为 日 是 Hilbert 空间 ,Kg 是 收敛 序列 与 扩 p。 是 Cauchy 序列 等 价 . 

易 见 ， 紧 算 子 必 为 有 界 算 子 . 

紧 算 子 的 下 列 性 质 常 常用 到 . 

1 #K K, 3 H ky 8jE3F, aa az ALRK, UaK taK: 为 H k 
HERT. 

2° #K#34eL 232 H IHRT PARAAF, 则 LK AKLA 
H LARET. 

1° ,2° 利用 定义 3. 1. 1 很 容易 证 明 . 

由 2 可 看 出 , 若 开 ,Ka WR, MM K IK, K K; K); 也 紧 . 特别 , # K 紧 则 
K" EG > 2). 

3” 设 {K,) 为 H ky f F] , 且 lim|K, 一 KI 二 0, 则 K 在 H 上 
紧 . 

证 设 X,Y 分 别 为 线性 赋 范 及 Banach 空间 , 由 泛 函 分 析 知 道 , X— Y 的 
一 切线 性 有 界 算 子 集 合 LC(X,Y) 构成 一 Banach 空间 , HLI X =Y = H it 
LX YY SLC 亦 然 . 故 KK 为 线性 有 界 算 子 . 至 于 紧 性 可 利用 定理 1. 6. 6 证 
得 . 实际 上 , 设 S= (ele € H, |el< M), 由 假设 KS 致密 ,又 


© 把 互 空间 换 为 Banach 空间 , 也 可 类 似 定义 紧 算 子 . 
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[Kp — Ke|< IK, — Kligl< MIK, — K|— 0, 

即 Kup $T o € SRAT Ko. ANI KS 致密 . I 

定义 3.1.2 设 K 为 线性 空间 E 上 的 线性 算 子 , HTA u 存在 pg € E, 
e 0, 使 

Ke = pọ, 

ME u 为 算 子 K 的 特征 值 ，p 为 相应 于 的 特征 函数 . 

当天 是 积分 算 子 时 , 我 们 总 像 1. 4 节 (4. 13) 那样 定义 ， 即 对 于 数 人 , 存在 
e 0, 使 

e—A Ko = 0 

时 ， 分 别称 人 # e 为 积分 方程 的 特征 值 和 特征 函数 . 

这 两 种 定义 不 统一 ,但 根据 上 下 文 的 意思 是 可 以 分 辨 清楚 的 .而 且 它 们 


有 关系 A 二 L. 
u 


4 #KxH kiy +, MaE RAFA u 345 69382 B] 2 25 A R 
HO, 

证 jy 关 0 对 应 的 特征 函数 车 有 无 限 个 ， 则 必 可 取出 可 列 个 {f,)}， 按 
Gram-Schmidt FREIE H pa). 由 于 KK 紧 , 对 于 |g,1= 1, 必 有 {gpw) 
C {ga} 使 n,m 充分 大 时 

| Ke,, — Ko |— 0. 
但 男 一 方面 注意 到 (gy Pw) 一 0 (m Z x), lor l= le, |= 1, 从 而 
lor ~ gw 1? = ker 1? + lew 2 — Cp sgn) — Cp r) = 2, 
于 是 
l Koy — Ke, |= lule; — o, |== /2| £| 0. 
从 这 一 矛盾 便 得 定理 的 结论 . E" 
现 利 用 以 上 性 质 判 断 昌 二 L,[a,65] (a,5 有 限 或 无 限 ) 上 的 积分 算 子 的 紧 


b 
Kf = [Kæ ody. (1.1) 


当天 (zy) € L,[a,5] BF, 定理 1.2.3 的 证 明 中 已 阐明 KK 是 L, 上 的 线性 有 界 
算 子 , 而 且 有 重要 不 等 式 


[Sle 


IKI< (P IKC,y) 2 az dy). (1.2) 


© 对 Banach 空间 , 本 性 质 也 成 立 . 
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我 们 逐步 证 明 K 是 L, 上 的 紧 算 子 . 
G) š K(Oz.,y) a< z,y< b Fit, Lab Akit, KAL, tk 
算 子 . 
证 iIK(z,y)|< M, aLr y Kb, Wf) C Lalab], Ifa |< N, 
则 
KAIS | IKD Ody < M+ N/E. 
对 于 8 >O, 必 存 在 6Ce) > 0, 使 当 | zx — Ty |< ë Bf, 有 


1 
2 


[Kf x) — KS aS fl (| |K (ayy) — K(x,y) |2 dy) 
<N, n=1,2,. | 
由 Arzela 定理 , FE Sn) C Sn) IE Kf, 一 致 收敛 于 连续 函数 g(z)， 当 然 
Kf 更 平均 收敛 于 £ Cr) e€ L, [a,b]. E 
(2) 当 K(xrx,y) <€ Ls[a,b], a,b 为 有 限时 ， K 为 LLa,b] 上 的 紧 算 子 . 
证 L;La,b) = Cla,b] 的 完备 化 空间 ， 对 K(z,y) € Ls[La,b] DEE 
K,(z,y) € CLa,b], 使 
. rere 
lm "P [Ky — K,Ge,y) |? dz dy =0. (1.3) 
令 
b 
K,f = | Kr fl) dy 
HOQ), K, 是 上 La;b] > L,[a,b]) ARST. Ko K 皆 线 性 有 界 ， 且 由 
a. 2),(1.3)， 
1 
IK,—KI< (L IK @ y) =K, 25) Paray) — 0, n — co. 


由 紧 算 子 性 质 3°, (2) 获 证 . I 
(3) 当 K(Czr,y) ELi, +o], K #L,[—co,+ce]_ k 65% 3. 
证 注意 


imf f Kes, y l2azay = Ü É Ke dedy 0 


K(z,y), —n< xz,y < n, 


K, (a, y) -1 aà 
0, 其 它 . 


作 
Kf = | Ke Wf)dy = | Kw Sd. 
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因为 
EE | K, (z, y) 2 dz dy 一 rr |K (z, y) | 2dr dy 


<L E, | KC, y) |? dz dy, 


所 以 K, &L;[ so, +00] > Lai oo, +o] 的 线性 有 界 算 子 . 由 (2), 实际 
上 K, 还 是 Lz[ 一 n,nj > Lz[ 一 n,nj 的 紧 算 子 . 

现 证 K, 是 Lz[ 一 ;十 2j 一 Lz[ 一 2, 十 0] 的 紧 算 子 . 事实 上 , 设 对 
任意 的 Sms Salio) < M, DEI Salian < M, 由 于 K, 在 
Lz[ 一 n,n] ER, UA Sm} C {fm) 使 

HK, 一 天 人 Fa = IK,f,, — Kaf my lainn 
—0, 当 k,k — co. 


最 后 由 (1. 2)， 


S 


IK, —KI< (Ë [Ky — KGe,y) l az dy) 


-C F- rr) JIK G, y) |2 dz dy | 


—0, n— co. 
由 紧 算 子 性 质 3°, (3) 获 证 . E 
至 于 天 (zy € Lalab], 当 a,b 中 有 一 个 无 穷 时 , KIH Lla, b] 上 的 
紧 算 子 . 证 明 与 (3) 类 似 . 
总 之 我 们 由 (1), (2) , (3) 得 到 了 : 


[So] 


定理 3.1.1 设 K(z,y) € LsLasbj]， asb 有限 或 无 限 ， 则 积分 算 子 (1.1) 是 
L,[a,b] 上 的 ZEF. 


当天 (zyy) 是 弱 奇 性 核 时 ,， 可 以 证 明 (1. 1) 是 CLa,8j] 到 CL a b] 的 紧 算 

D, 其 中 a, HARR. 

K(xz,y) 为 Lz 核 或 弱 奇 性 核 时 对 应 的 积分 算 子 为 紧 算 子 , 由 性 质 4, 非 
零 特征 值 /对 应 的 特征 子 空间 必 为 有 限 维 的 . 这 与 第 一 章 Fredholm 定理 的 有 
关 结 论 一 致 . 

定义 3.1.3 设 K 是 日 上 的 线性 有 界 算 子 , 若 存 在 线性 有 界 算 子 K*， 


O m B. H. 斯 米尔 诺 夫 著 《高 等 数学 教程 》 第 四 卷 一 分 册 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1979 
年 , 第 56 ~ 59 页 . 
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对 于 任意 的 f, g € H, 使 得 
(Kf,e) = (f, K* g); 
则 称 K” 为 K 的 伴随 算 子 . 
泛 函 分 析 中 证 明了 这 样 的 K*” 是 存在 的 . EK = K, 或 即 
(Kf,g) = (f, Kg) 
对 任何 f,g € HRZ, 则 称 KK 为 日 上 的 自 伴 算 子 . 
自 伴 算 子 有 如 下 常用 性 质 . 
1” 著 开 为 如 上 的 自 伴 算 子 ， 则 其 特征 值 为 实数 . 
证 Kf = uf fZ0, AKE, f) = (f, Kf), Bl (f, SEP 
从 而 六 一 元 E" 
2” 设 KK 为 及 上 的 自 伴 算 子 , 则 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 互相 正 交 . 
证 Kf == fi Kf; 5 p fz: u Aw | INC(Kfi fo) = Kf)» 
Pla (fi fo) =p2 (fi f2), 从 而 (fi: fo) = 0. E" 
注 在 可 分 的 Hilbert 空间 ( 即 含 有 可 列 稠密 子 集 的 H Z= BJ) 中 , 可 以 证 
明 一 个 正 交集 合 至 多 含 可 列 个 元 素 . 若是 可 分 是 空间 上 的 紧 自 伴 算 子 , 则 
由 2°, 非 零 特征 值 至 多 可 列 个 , 而 每 个 非 零 特征 值 对 应 的 线性 无 关 的 特征 函 
数 至 多 有 限 个 ， 因此 非 零 特征 值 的 特征 函数 全 体 至 多 构成 一 可 列 集 . 由 2 及 
Gram-Schmidt 手续 必 可 将 其 特征 函数 标准 正 交 化 . A Lila b] 是 可 分 的 H 
空间 , WEA ERER. 
3 车 开 为 吾 上 的 自 伴 算 子 ， 则 K" 亦 为 H 上 的 自 伴 算 子 ,7 之 2. 
定义 3.1.4 当 积分 算 子 (1. D 的 核 满足 
K(z,y) = K(y,z) 
时 , 称 KG, y) HEMRA, 简称 对 称 核 或 Hermite 核 . 
B K(z,y) € L,[a,b], 容易 证 明 K(x,y) 为 对 称 核 的 充分 必要 条 件 是 对 
任意 的 op: € Lalab] A 
(Koy) = (o, Kp). 
.所 以 与 L, 对 称 核 相 应 的 积分 算 子 (1. D 是 紧 自 伴 算 子 . 
E Kay) 为 对 称 核 ， 容易 看 出 其 倒 核 亦 为 对 称 核 . 


3.2 特征 值 存在 定理 


对 于 号 上 的 紧 自 伴 算 子 , 有 下 列 重要 的 关于 特征 值 的 存在 定理 . 
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定理 3.2.1 设 天 为 百 上 的 紧 自 伴 算 子 , B K 0 (或 即 上 KK 上 | 关 0), 则 至 少 


IKZ- K 的 特征 值 . 


证 本 定理 是 要 证 明 : 存在 g 关 0, 使 


Kg =+ |Kilg (2. 1) 
中 至 少 有 一 式 成 立 . 若 能 证 明 这 一 点 , 则 必 
K’ g = | Kl g. (2.2) 


反之 ，(2. 2) 成 立时 ，(2. 1) 之 一 必 成 立 . 事实 上 ， 

K*—|KE)g= (K+IK|)(K—IKI)zg = 0. 
#h= (K—|KDe +0, 则 CK 十 Kl)h 一 0, 故 一 1KI 为 K 的 特征 值 ; 若 
h = 0, Wj KIAK 的 特征 值 . 所 以 只 要 证 紧 自 伴 算 子 K* 有 特征 值 |K1? 即 
可 , 亦 即 要 证 明 (2. 2) 成 立 . 


由 上 Kl 的 定义 ， 
IKI = SR, Kf N: (2. 3) 
对 于 es > 0, en > 0, 必 有 1 /= 1, EIKl- er < IK/f,1|< IK], 从 而 
lim Kf, l= IKİ. (2.4) 


IKI =o, AS eI L aikaan E 


IK 
|K F, — IK: z|—- 0, n>a. (2.5) 
若 我 们 能 证 明 
|, —zg|— 0, g¥0 (2. 6) 
( 因 1‖ /= 1, 这 时 g 关 0), 则 由 K 的 连续 性 ( 因 K? 为 线性 有 界 ) 必 有 
|K? fa — K? g|— 0. (2. 7) 
H (2.5) 及 极限 的 唯一 性 可 得 到 (2. 2) ， 于 是 命题 将 获 证 . 然而 (2. 6) 与 
IKI — IKI |= 0, n= (2. 8) 


等 价 . 故 只 须 证 (2. 8). 我 们 这 样 来 估计 : 
MIKI g— IK r. | < [1K18 Kl IK f, IKS ?A 
+K — IK A| 
当 n 一 co BF, 由 (2.5)， 上 式 右 端 第 一 项 趋 于 零 , 第 三 项 为 
IKAI IKIE A= EKA 
由 (2. 4) 可 知 其 趋 于 零 . 至 于 中 间 一 项 将 其 平方 后 , 有 


| 


(2.9) 
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IK? f, — IKf,| fl 
= [KE fah? + IKf,|'— Kf, EK Sf, f, IKS a N C, K f.) 
= |K fh HIKA Nt —2IKf, (Kf, ,Kf,) 
= |K fa IK/ = IK - Kf, — 1Kf,l’ 
SIKIKA — IK falt = KAAKE — KAA. 
由 (2.4), 它 趋 于 零 , 有 了 以 上 分 析 就 不 难 写 出 证 明了 . E 
为 叙述 简单 起 见 ， 凡 本 书 涉及 的 紧 自 伴 算 子 ， 皆 设 K #0, 不 另 声明 . 
注 1 定理 中 的 自 伴 条 件 是 重要 的 . 例如 取 非 对 称 核 
天 (zyy) = sinrz cosry， 0 < xr,y < 1, 
FFA. D 无 特征 值 ( 见 1. 4 节 注 1). 
又 如 KK H Volterra 积分 算 子 日 K(x,y) € L;,[a,b] Bf, e—A Ke 一 0 对 
任何 * 只 有 零 解 ,， 故 无 特征 值 . 这 时 
Kf = ÑK æy) fody, S € L.[a,b), 
令 
K* (z, y) = ad y< x, 
0, y> x; 


WKS = [K (z,y) fy dy: 
| |K * (=, y) |? dz dy = FE |K (zy) |?dzdy 
< [I IK æy) ldrdy <+ o9, 


从 而 KK 是 Ls[a,5j 上 的 紧 算 子 . 但 注意 这 时 即使 K(x,y) = K(y,z), K* 也 
不 见得 是 自 伴 算 子 . WA Ky) = 1= KG), i 
Sen S Fosi » 

两 者 并 不 相等 . 故 天 *，, 或 者 说 天 作为 Volterra 算 子 并 不 是 自 伴 算 子 . 

注 2 ”定理 的 证 明 过 程 表明 所 得 特征 值 ¿ 的 模 为 

lal = IK| = sup IKSI, 

由 (2. 4) 可 求 出 一 串 | f, |= 1, EKS a lal, 这 说 明 |y| 具 有 某 种 极 值 性 
质 , 据 此 可 求 特 征 值 最 大 模 的 近似 值 . 

这 个 定理 说 明 , 上 的 紧 自 伴 算 子 上 Ki4 关 9 至少 有 一 个 特征 值 存 在 . 下 
面 举 出 仅 有 这 样 一 个 特征 值 ( 且 为 单 特征 值 ) 存在 的 例子 . 
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例 ARAF | 

Kf = [K D fdy, 

其 中 f(z) E€ LLa,b], 又 _ 
K(xw,y) = a(z) aly), 
其 中 alx) € L:La,b], alx) = 0, 显然 KK 是 Ls[a,6] 上 的 紧 自 伴 算 子 . 因为 
Kalx) = | < (z) KyJaCy)dy = lalale), 

Alal? Eal) 分 别 为 K 的 非 零 特 征 值 及 相应 特征 函数 ,另外 可 以 证 明 没 
有 别 的 非 零 特征 值 了 . EXE, ELO 为 另 一 非 零 特征 值 8 对 应 的 特征 函 
数 ， 则 

Kb(z) = Bb(x), BAO. 
另外 

Kb(z) = (| aG56G24y)a Go, 
故 
(| sp5oydy)jeco — pbGo = o. 

从 而 aG) blr) 线性 相关 . 可 见 它们 是 同一 特征 值 的 特征 函数 ,， 故 知 开 有 唯 
一 的 单 特征 值 |al? > 0, 且 由 定理 3. 2. 1 可 看 出 1 玫 1 = lal. 


3.3 展开 定理 


定理 3. 3. 1 (Hilbert-Schmidt) 3 H 2 *T 2-5 Hilbert 空间 , K £ H Li% 
KFT, l) 为 KK 的 不 为 零 的 特征 值 的 全 体 ( 有 限 或 可 列 个 ， 按 重 数 
H), (pi) 为 相应 的 标准 正 交 的 特征 函数 的 全 体 ,， 则 了 EH 时， 


Kf = Dpilf spi) 9: (3.1) 
按 H 中 的 范 数 意义 收 贷 ， 且 可 排列 诸 yi 使 得 | 
|a l> |,e |> +, (3. 2) 
若 pi 有 无 穷 个 ， 则 
limp = 0. (3. 3) 


证 证 明 的 方法 是 这 样 的 : 首先 通过 某 种 途径 找 出 部 分 的 特征 值 及 特征 
函数 , 然后 逐步 找 出 它们 的 全 部 ， 由 于 日 是 可 分 的 , 其 特征 函数 至 多 可 列 
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个 ,因而 可 设 它 们 已 标准 正 交 化 . 然后 从 找 出 的 特征 值 及 特征 函数 中 发 现 y; 
K K f 的 展开 规律 . 

(1) Ru? 及 人 gi) 

由 上 节 特 征 值 存 在 定理 ,至 少 土 | Kl 之 一 必 为 特征 信 . ta = KIA k 


重 特征 值 , 记 作 j= jy = ** =, = KI, 其 对 应 标准 正 交 特征 函数 为 ps 
pz s**t ORS 对 应 于 ww 一 一 IKI . 有 n— Ek TE, 记 为 um 二 IKI . 
其 对 应 标准 正 交 特征 函数 为 gr oette pa (也 可 能 上 一 0 或 二 一 名. 
令 
K,f = Kf — Dpi(f ,pi) 9; (3. 4) 
i=1 


K, £ H > H 的 线性 有 界 算 子 . 线性 明显 ， 有 界 则 可 从 
IK, FIS G+ DIKII/l 
看 出 . 若 上 K， l = 0, 即 K, 为 零 算 子 ， 则 


Kf = Dup 
定理 得 证 . #|K,| 0， 则 须 进 一 FREK 的 其 它 特征 值 及 特征 函数 . 这 需 
要 下 列 一 些 辅助 命题 . 
设 H, H gpp ,gn 张 成 的 线性 子 空间 ,二 为 H, 的 正 交 补 空间 . 


PALL H, Z Hi 辟 为 线性 闭 子 空间 ， 且 关于 算 子 K 为 不 变 子 空间 . 
因 任何 ” 维 线性 赋 范 空间 与 维 欧 氏 空间 同 构 , 由 后 者 闭 可 推出 前 者 闭 ; 
其 次 ， 34 f = > up € H, BJ 
i=1 


Kf = 2 = Dap: € H,. 

从 而 H, 为 不 变 子 空间 . 

对 Hi 而 言 , 对 任意 的 fr. f, € Hh. casa 为 常数 ,有 

(ci. tefg) = c, Sp Taag =0, i= l,2, 
A cfi tefo € Hh; 又 设 {fm} CHL, fn —> f, W WAS p) — = Omi 
p) = 0, i 二 1,2,…,n, WS € Hh; 最 后 由 f€ Hi 得 

(Kf.e;) 一 (六 Kg) = ump) = 0 i5 1,2 e,n, 

故 Kf € HL. 命题 得 证 . E 

注意 此 时 H, 及 HZ. 均 为 Hilbert 子 空 间 . 
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所 谓 已 空间 的 子 空间 4 与 B 之 直 和 是 指 
AG@B=(fi+f,lfr € A, f € B, A | B). 


命题 2” H = H,@H:. 


证 H Hilbert 空间 的 投影 定理 中 , 命题 立即 得 证 . E" 
若 记 广 E H, fl € HL, 由 命题 2 对 任何 AE HA 
f= fi +f. 
因 fi € H,» 故 
f = > (A: ei); = >= + f. ,pi) 9; 一 >C.) e. 
i=] i= i=] 
从 而 我 们 有 i 
f= ofp)p+fi, fLE H. (3.5) 
i=] 


命题 3° K,f = Kf1. (3. 6) 
证 由 (3.4),(3.5)， 


Kaf = Kf — Yu Spp = K(/— 2 rg g:) SKf M 


由 于 HE 关于 K 不 变 , 本 命题 说 明 K, E H 一 Hi 的 线性 有 界 算 子 , 相 
当 于 K H Ht 一 HL 的 作用 . 


命题 4 s |K,l|= 03, K £ Hi 上 的 紧 自 伴 算 子 , 其 在 Hi 上 的 范 数 为 
IK,l. 


证 由 于 K 在 电 上 线性 有 界 、 自 伴 , 在 子 空间 HL 上 更 不 待 言 . 现 证 天 
在 HE 上 的 紧 性 . 任 取 {f%} CHE, | f, |< M, 由 KK 在 H 上 的 紧 性 , 必 存 
在 (fw)}CC{fw} 使 Kfw 一 gE, 但 Kf € Hi H HL 为 Hilbert 空间， 
TE g€ HL, MM K #£ H+ 上 紧 . 


其 次 . 
IK,l|= sup IK,f/|= sup IK/+L|= sup IK/l;, 
IfI =1 II + |< i ie fl 
fen fent 


O 见 夏 道行 等 编 《 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 》 下 册 , 第 二 版 , 高 等 教育 出 版 社 ，1985 年 ， 
第 276 页 . 
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MT K EHE 的 范 数 为 IK,l. E 


IK, |= up IK/|< p KAI= IKI. 
fen 


fe HZ 
但 是 按 我 们 现在 的 作法 有 
命题 5 |K,|< IK]. 
证 ”用友 证 法 . ix 
[K,|= sup IK/|]= IK]. 
lfl =1 
fe Hi 


由 存在 定理 , 至 少 士 |K,1 == 土 KI 之 一 为 K 看 做 Hz 中 算 子 时 的 特征 值 , 其 
相应 属于 Ht 的 特征 函数 也 必定 是 把 K 当做 原先 态 中 算 子 时 相应 于 这 个 特 
征 值 的 特征 函数 . 因此 至 少 存 在 某 个 g; € H; ,这 与 作法 9 :pz ,9 € H, 


FE. hK, i< IKI. E 
iË “所谓 按 “作法 ”， 即 是 把 士 ‖ 开 | 对 应 的 所 有 特征 函数 张 成 空间 H,. 
车 不 是 这 样 作 ， 比 如 说 , |p | = lul =r = Jualo 将 jn 对 应 的 gi 张 成 Hl， 


H, 的 正 交 补 仍 记 为 Hi, PARES 将 不 真 ，( 见 后 面 (2) 之 1. 
现 仍 回 到 原 定理 证 明 上 来 . 由 命题 4 , K E H> 上 的 紧 自 伴 算 子 , 且 设 
AiK, 2 0. 依 定理 3.2.1, 至 少 土 1K,j 之 一 为 其 特征 值 , 设 为 aa... 


Lm: pr 一 全 一 | 一 | 下 其 标准 正 交 特征 函数 为 Orit En: 
m > n. 由 命题 5 看 出 
Ja = = al> lum l= e = ț fen! 
作 


K, f = Kf — Drpd pe 
Pp sm IKR H mo 其 正 交 补 为 日 去 , 把 n 换 为 m 时 命题 上 — 5° 同样 成 
立 . 当 |K,1== 0 时 ， 
Kf = Dugg 
定理 得 证 ; 34| K, |= 0, 利用 命题 4 , BI K E H; 上 的 紧 自 伴 算 子 , 又 可 找 
出 HZ E K 的 特征 值 及 特征 函数 ， 如 此 继续 下 去 ,最 终 有 两 种 可 能 : 或 者 到 


某 步 特征 值 、 特 征 函 数 只 有 有 限 个 就 停止 了 ; 或 者 可 无 限 地 进行 下 去 ， 但 因 
H 是 可 分 空间 ,至 多 可 列 个 步 又 而 已 . 
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(2) 找 出 特征 值 的 规律 
证 明 中 我 们 看 出 | 
lal= = lal > lara |= =: = | |> +, (3. 7) 
这 说 明 特 征 值 有 如 下 性 质 : 
1” 特 征 值 存在 定理 中 的 jy 是 K 作用 于 相应 空间 中 模 最 大 的 特征 值 . 设 
H, 是 由 pipot pa 张 成 的 空间 (x = 1,2,…)， 由 命题 4， K 是 HL ,…， 
FE 起 ,上 的 紧 自 伴 算 子 ,其 范 数 分 别 为 | Ki 上 1 ,… ,上 K,,|,…. WE 


IK|= lal, IK I= lel IK,l= lel, +, 
IK, |= lal. IK,l= lemalo e Kal = lal, o 
Rp 
IK|= IK,|= = Ka > IK,|= = IK, |> IK, |= --: 


这 表明 对 任意 的 正 整数 p 仍 只 能 写 
IK I< IKI 《 即 命题 5 的 注 ). 
2 ”把 (3. 7) 写成 按 模 不 增 的 形式 就 是 (3. 2)， 
3° 证 lim = 0, 事实 上 因 |m| > 0, 且 |p | 单调 不 增 必 存 在 
lim | wu |= inf lp, | = /之 0. 
现 证 明 / >> 0 不 可 能 . 否则 的 话 , 将 有 


1 1 
[žo < 


由 K 的 紧 性 ， 存在 {px) C (e,), K Dor) p H Cauchy E3], BJ n,m 


— se BF, lor — pw |— 0, 这 与 1gw — e, |= /2 o WFE, 6k = 0. 
(3) HEB] K,f — 0, p — ee, 
由 (1) 的 命题 3 ,4 K (2) Z 1]"， 对 任意 整数 p, 
IK,f1|= IKF ISIK = nl (3. 8) 
由 (3. 5)， 


1 
l+ IKIH SI Gg? ) (3.9) 
又 由 Bessel 不 等 式 ， 


p 1 
(> (pDl) < ll. (3. 10) 
将 (3. 9), (3. 10) 代入 (3. 8)， HA Z 3°, 


IK,/|<2| fla, a> 0, p-> es, 
这 就 得 出 (3. 1). 
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按 定理 证 明 方 法 找 出 的 非 零 特 征 值 和 特征 函数 (有 限 或 可 列 个 ) 必然 是 
完全 系 . 若 不 然 , 设 还 男 有 特征 值 y 关 0 及 相应 特征 水 数 y 取 0, 有 Ky = w. 
另 一 方面 ， 由 (3. 1) =, vy 一 Dpp» 但 ¿j e; 正 交 ， 且 因 7 天 0， 
从 而 yy 一 0, FE. 证 毕 . 

本 定理 说 明 对 值 域 中 任意 元 素 氏 /可 以 作 Fourier 展开 , 对 于 定义 域 中 任 
一 元 JE 日 的 展开 有 如 下 定理 : 
定理 3.3.2 日,K,{ju),(9;) 的 假定 同上 定理 . 对 于 任何 fCE 昌 有 

f= Xpt o fo ENK), (8.11) 

其 中 NC(K) 为 KK 的 零 空间 , £ P 6 38 YER ST 2] , *T 2] 8 22 3832 H F 

65 EROK 2k. 

证 i K 的 标准 正 交 的 特征 函数 全 体 ( 有 限 或 可 列 个 ) 张 成 空间 Ho, 其 
正 交 补 为 Bi. 如 果 H, 是 闭 子 空间 ,由 投影 定理 , 对 任意 f € H, 

f=fi+ f, A EH f; € Hè. 
由 H, 的 定义 ， 并 注意 到 (J ,9p;) = 0, z = 1,2,2; 有 
f = >a; 一 >C, Qi) Pi 一 > (f, @;)@;. 
故 只 须 证 H, 为 闭 子 空间 , H H; = N(K) 即 可 . 车 Hj ARE., 则 显然 为 闲 
子 空间 . 设 H; 无 限 维 ,考虑 与 Ho 同 构 的 空间 ls， ls 是 由 坐标 为 (ol ,…， 
or AY) lal? < 十 ce 的 元 素 组 成 的 空间 , 由 泛 函 分 析 知 道 2, 为 完备 线性 
i=1 

赋 范 空间 , 故 H, 亦 然 . 

X fe NK), 由 上 一 定理 

0 一 Kf 一 pif si) gi, 
从 而 (f ,gi) = 0, 于 是 f € Ht; 反之 车 € HE, rg) = 0, 由 上 一 定理 
Kf = Dpi(f,9i) = 0, 

从 而 f € NK). 故 N(K) = Hi. E" 

4 K 为 积分 算 子 (1. 1) 时 , 其 核 的 展开 有 如 下 定理 . 
定理 3.3.3 设 万 一 Ləola,b], asb 有 限 或 无 限 ， 

Kf = [< (z,y)fOy)dy, 
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f(x) e LsLa,b], 天 (zyy) € L,[a, 5], 天 (zyy) = 0, Kz, y) = 
K(y,x), (sigi) 同 定理 3.3. 1， 则 

K(z,y) = J uipi) pO). (3. 12) 
i=] 
和 式 按 L? 的 范 数 收 敏 ( 当 上 mi 有 限 个 时 ，(3. 12) F K(z,y) 表 为 相应 的 有 
限 和 ). 
证 ji 为 有 限 个 时 , 结论 明显 . 现 讨论 无 限 个 的 情形 . 因 在 L[a,6b;a,0] 
空间 中 , AR i 
— — — b (5 — — — — 
D BO gD BOD = | | pn) BO g GO g; Gyar dy 
0, ;=;, 
= (gip)? -1 Z] 
l, z =}. 
所 以 (gp;(z) gi(y)} 是 Lz[a,5;a,65j 中 的 标准 正 交 系 . 因为 
(K(x,y) ,p(T) pily) = PP Kygo gi (x) dz dy 
b 
. we EA = p, 
为 证 明 (3. 12) 即 须 证 


[KCz,y) — J mip: @ G) | 
i=] 
= Pp IK (æy) |2drdy— Xy > 0, n>oo. 
ada i=] 
或 即 须 证 


D = [I 1K,y lidzrdy. (3.13) 
i=1 ava 
x To 固定 时 ， 如 果 K(xo ,y) 对 y 能 展开 为 


A / fb 
Kw) = Š) (| Kzosy) gy dy )prey) 
i=] ` i 
= 2 ui (ao) p) (3.14) 
i=1 
按 L,[a,bj 的 范 数 收 敛 ， 则 利用 天 (zyy) 一 Ky.) 9 有 


KOT) = Dp @; Tp: (y). (3. 15) 
i=1 
这 时 必 有 关于 y 的 封闭 性 方程 
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5 lg: Czo) l=) IK orzo) ldy = [IK y)dy (3.160) 
成 立 ， 利用 Lebesgue AMIRI EFEX ro 积分 就 得 (3. 13). 为 证 明 (3. 142 或 
等 价 的 (3. 15), 注意 到 f € Hit 时 
0= Kf = EK æD ody = (/(y), KG) 
= (f(y) Ky, z). 
从 而 当 工 固定 时 K(y,x) € Ho, 按 上 定理 中 H, 的 定义 ， 


Koy) = >) (Í Ko, Pi dye; (O) = Jup g: (y). 
1 2 i=1 


i= 


”这 就 得 到 (3. 15). | 


推论 在 定理 3. 3. 3 假设 下 ， 
bfb 
Dui = PP Kay) l dedy C FRATAN. 


关于 积分 算 子 值 域 中 的 函数 的 绝对 一 致 展开 有 如 下 定理 : 
定理 3.3.4 j H = L,[a,b], asb HAR, 
Kf = | K(x, /Wdy, 
其 中 € L,La,5b]; 
| IK CW dy < M, (3.17) 
Ky) ë 0, K(z,y) = KO, dlg) 同 定理 3.3.1, MJ 
Kf = Dp 
为 绝对 一 致 收 化 (ju; 有 限时 ， 上 式 右 端 为 有 限 和 ). 
证 仅 就 赂 无 限时 证 明 . 由 (3. 17) Mab ARAK, y) € L, RER 
3.3.1, 可 按 平均 收敛 展开 ， 
Kf = Dug (3. 18) 


要 证 明 上 式 为 绝对 一 致 展开 ， 只 须 证 上 式 右 端 绝对 一 致 收敛 即 可 ， 因 为 
(3. 18) 右 端 一 致 收敛 时 必 平 均 收敛 ， 由 平均 收敛 极限 之 唯一 性 知 必 绝 对 一 致 
地 收敛 于 KI. 

考虑 m,n 充分 大 时 Cm >n), 
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m m 1 m 1 
Yle (f,eD@ S (DISO (271 12). G.19) 
由 (3. 16), (8. 17), > 2 le; Cx) | 2 < M, 更 有 
i=1 
m 1 
( 1⁄2 | e G) 12) < M. (3. 20) 


由 Bessel 不 等 式 | Grp) |? < 1712， 知 左边 级 数 收敛 , 从 而 nm 充分 大 
时 有 S 

S 1,pD)1 <e, (3. 21) 
e 为 任意 小 , 将 (3. 20), (3. 21) RAG. 19) 有 


> l (f. Do |< Me (mn ZTK, XF zH). E 


3.4 含 紧 自 伴 算 子 的 Fredholm 方程 


W H,K,(guiy | (gi) 同 定理 3. 3. 1, 我 们 来 考虑 线性 FI 方程 
?一 人 KEp = f. f€ H (4.1) 
及 线性 廊 ] 方程 
Ke = f. f€ H (4. 2) 
在 互 中 的 求解 问题 以 及 解 如 何 用 特征 值 及 特征 函数 来 表示 的 问题 中 特别， 
当天 是 Fredholm 积分 算 子 (1. D 时 就 得 到 相应 积分 方程 的 解 . 本 节 中 为 行文 
简洁 起 见 , 恒 假 定 y; 有 可 列 个 ,当然 所 有 结果 对 jy; 只 有 有 限 个 时 成 立 更 无 问 


题 . 


3.4.1 线性 TI 方程 f 
假定 方程 (4. 1) 在 H pR, 根据 定理 3. 3. 1、 定理 3.3.2, 可 写 


p= Dp pp Te Kp = 0. (4. 3) 
n=l 


O REN FIFI 方程 意义 比 1. 1 节 的 定义 已 有 扩充 .这 里 是 算 子 方程 ，K 为 线 
性 有 界 算 子 ,但 不 限于 积分 算 子 . 
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f= 2 papat fos Kf. = 0, (4. 4) 
n=1 
Ke = J alp Pn) Pn- (4.5) 
n=l 


将 它们 代入 (4. 1); 得 


2 pp) pa 十 mm ZAD n Prpa) Pn = 51(f,ə,) e, + fo. 
n= n= n=1 


从 而 
po = fo QA— àun) ppa) = (f,e,). (4. 6) 
以 下 分 两 种 情况 讨论 : 
O RA = L2, Hpg) = PEE RAG D, MA 
p= 14807 t fo (4.7) 


由 假设 11 一 xl> 0, HA z, — 0, 故 存在 N, 使 当 n > N B$, la |< + 
从 而 


|l àun > 1— lla, l> 


"I 


. f1 
k= 人 ] 一 Hi 
可 4 一 mn| go min lAl], M 


|1 — àun >k > 0 
XHEMI n RIL, 故 


全 | DS <2) opad 12 < 3 FIF <+, (4. 8) 

从 而 上 式 左边 的 级 数 收 剑 ，j; ARREU 7) EERUN, pC H. (T) EH 
以 改写 为 

g = fo + > 一 fe a> e 


m, S pn) pn 


= ad 132 (fs Gn) Pr- (4. 9) 
(4.9) 的 确 是 (4. D 的 解 ， 只 人 须 代入 (4. D 直接 验证 即 知 又 由 于 有 解 必 为 形 
式 (4. 9), 故 (4.9) 是 (4. D 的 唯一 解 . 


(2) 设 对 某 个 或 某 些 mu a= 此 时 如 果 (4. 1) 有 解 , 由 (4. 6) 知 


n 


(f, Pn) 一 0. 
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即 /与 齐 次 方程 


— Iko =o (4.10) 
P ñ p 


的 任何 解 正 交 ,由 (4. 6) 知 , 对 4 二 + Hn, (so) 可 以 任意 ; 而 对 天 的 


n. 仍 有 


_ (ff;pn) 
(@:@,) = T Tau 


由 (4. 3), 这 时 解 的 形式 为 
p= ht Dt D sg, 
其 中 cç, 为 任意 常数 ， LANKAN 
p= A+ D TE mat D Pet D ap 
注意 对 于 1 一 Xp = 0 Wn Ep) = 0, 上 式 又 可 写 为 
e= f+ pm ta Dt D ap 


1 —Apn 
= f+àÀ >, fp nH D apr- (4.11) 
In É —Apn 1 一 Men 一 0 


(4.11) 的 确 为 解 ， MERAC. 1) 验证 即 知 . 

有 反之, 车 f 与 (4. 10) 的 任何 解 正 交 , Wp) = 0， 即 方程 (4. 1) 必 有 解 
(4.11), 将 其 代入 (4. 1) 验证 即 知 . 

总 之 , 由 (1),(2) 的 讨论 , 我 们 得 到 如 下 定理 . 


定理 3.4.1 2 H,K,() lpi) 同 定 理 3.3.1( 特 别 是 , KK 为 果 上 的 紧 自 伴 
算 子 )， 则 
a) 522 (m= 1,2,---) 时 ,方程 (4.1) 对 一 切 f € H, KE H 
的 解 (4. 9); ` 
(2) 当 对 于 某 些 mw À 一 + 时 ， 当 且 仅 当 /与 (4.10) 的 任何 解 正 交 即 
Copan) = 0 时 ,方程 (4. D 有 解 (4. 11)， 其 中 c, 是 任意 常数 . 
注意 本 定理 就 是 Fredholm 择 一 定理 在 对 称 核 积 分 方程 的 特殊 形式 (假设 
到 是 以 对 称 核 和 (zyy) € L, 为 核 的 Fredholm 型 积分 算 子 ). 不 过 齐 次 方程 是 
否 有 非 零 解 换 成 了 A 是否 等 于 菜 些 --， 又 因为 (4. D 的 齐 次 方程 和 伴随 齐 次 


— -e  — e — w U 
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方程 此 时 为 同一 方程 ， 即 

—(I\k*g=g— lky= 

4 (ZK $= Kp = 0. 
所 以 /了 与 (4. 10) 的 解 正 交 即 是 /与 伴随 齐 次 方程 的 解 正 交 . 
3.4.2 REFI 方程 


设 方程 (4. 2) 在 万 中 有 解 (4. 3)， 代 和 人 (4.2)， 得 


Dp (ps pn) pn 一 > Cf, pn) pn + fo. 
n=1 n=l 
这 就 得 到 如 下 必要 条 件 : 
1° f = 0; 
， 2° FERK SRK) = NL (K*) = NL (K), $p RK) 为 K 的 值 
域 空 间 ; 


3° ACpp) =LA 代 和 (4 3), 得 


e= >; “ato qe (go € N(K) 可 任意 )， (4.12) 
n=1 n 
且 必 须 | 
oo f 2 
> Lp | <+ o0, (4.13) 
n=] £ 


以 上 1 与 2 并 不 独立 . 即 当 FE N+ (K) 时 , 它 所 对 应 的 fo = 0. 实际 上 ， 
I fo € N(K), W 

0= f = (E Fpp + fo. fa) = LAI. 
于 是 f, = 0. 


定理 3.4.2 k H.,K,(n,) (0) AMER, fE H, ñB 
d) 方程 (4.2) 在 万 中 可 解 的 必要 充分 条 件 是 厂 L NGCK)， 且 (4. 13) 成 
立 ， 这 时 解 为 (4. 12); 
(2) 方程 (4. 2) 在 及 中 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 N(K) 只 有 零 元 ， 且 
(4.13) 成 立 , 这 时 解 为 


e= >) Leg, (4.14) 


证 (1) 必要 性 已 证 . 现 证 充分 性 . f € NAK), 必 有 fho = 0, 于 是 
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(f ,pn) 
f = > (f, pn) pn 一 > pp 


= Px (Ltn) (D Sapte 


= Ke. 
这 证 明了 (4. 122 为 解 . (4. 13) 成 立 保证 了 p € H. 
(2) 有 了 唯一 解 时 , 解 必 为 (4. 12) 之 形 . 因 解 唯一 , 故 go = 0, 即 NCK) 
= {0}. EZ, 车 NCK) = (0), WCO = 0, m f € NLCK)， 由 (1) 必 有 
解 ， 且 形式 必 为 
— =- 也: Dea Pn +0 一 > Leg, 


即 (4. 2) 有 唯一 解 ， 同样 G4 13 保证 了 p € H. E 


3.5 二 阶 正 则 微分 算 子 


3.5. 1 Sturm-Liouville 问题 


求解 某 些 二 阶 偏 微分 方程 的 边 值 问题 ， 常 常 可 化 为 求解 下 列 形 式 的 常 微 
分 方程 的 边 值 问 题 
u” Ca) +a Ga) Cr) F Caz l(a) HARD Jula) = fla), OKI], 
R Cu)=a u0) +a; AO ， 
R,Gu)=b u (1) +b, Q) =, 
(5. 1) 
其 中 ao 为 实 常数 , À 为 复 常 数 , a (z) Aa), fa) 为 [0,1] 上 的 连续 实 
函数 ， 
lal? + |a, 2220, lal? + losl? Z o, 
ulr) 是 未 知 函 数 . 以 上 问题 称 为 Sturm-Liouville 问题 , 简 记 为 SL 问题 
如 果 我 们 令 


ba) = aoa 
用 一 p(x) 乘 原 方程 两 端 并 改变 函数 的 记号 可 将 方程 改写 为 
— (plau (z))” + (alr) — Xr lr) ulz) = g(z). (5. 2) 


其 中 plr) p sgar) gl) rC) EAL] ERREZAK plr) > 0. 
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为 了 求解 (5. 1), 我 们 引进 微分 算 子 
= (p(z)u ) + q(a)u. (5.3) 
首先 考虑 较 简 单 的 下 列 诸 问题 
n = glr), (5.4) 
R: Cu) = i» i= 1.2; 
"= = g(r), (5.5) 
R; (u) = 0, i = 1,2; 
Lu = 0, 
ese so 
R: Q) = 0, i=1,2. 


C5. 4), (5. 5), (5. © 分 别称 为 Sturm 非 齐 次 问题 、 半 齐 次 问题 、 齐 次 问题 ， 

Sturm 半 齐 次 问题 是 关键 , 因为 齐 次 问题 是 半 齐 次 问题 的 特例 ， 自 不 待 
言 ; 而 非 齐 次 问题 也 可 如 下 化 为 半 齐 次 问题 , 若 有 已 知 函 数 SG) € 
C[0,11; HIER; (D = y G = 1,2), 又 设 (5.4) 有 解 


u= b+, 
代入 (5.4) 有 
Lo = g— Lọ, 
人 =0, ¿=1,2. 


于 是 成 为 半 齐 次 问题 . 而 B(x) 很 容易 求 得 : 令 
Blr) = Az +A; 
通过 Ri(G) = n, ¿= 1,2, 立即 可 定 出 AA. 
定义 ”如 果 工 为 二 阶 线性 微分 算 子 , 其 定义 域 及 算 子 值 域 中 的 函数 wx 及 
Lu 千 属于 Lz[La, 们 且 * 满 足 问题 给 定 的 边界 条 件 ， 则 称 这 样 的 函数 组 成 的 类 
为 了 了 类， 记 为 xu€ J. 
半 齐 次 问题 (5. 5) 的 求解 问题 的 实质 就 是 问 是 否 存在 形 如 


Ku = [ Ke, wudy (5.7) 
的 积分 算 子 K, 使 得 对 一 切 x € L,[0,1]), # Ku € J, B 
LKu = u. (5. 8) 


也 就 是 说 微分 算 子 二 是 否 存在 右 道 积 分 算 子 多 使 (5. 8) 成 立 @. 若 (5. 8) 果然 
成 立 , 那么 . 

u = Kg (5.9) 

就 是 半 齐 次 问题 (5. 5) 的 解 , 我 们 一 定 会 问 : L 何 时 存在 道 K? H: BE 5 


O ”以 后 将 证 明 , 这 种 K 如 果 存 在 , 也 是 工 的 左 逆 算 子 . 
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唯一 ? 逆 KK 有 什么 性 质 ? 如 何 找 出 逆 K? 在 一 定 条 件 下 可 以 对 上 述 问 题 作出 
肯定 的 回答 , 所 谓 找 出 逆 K， 即 是 寻求 K 的 核 K y). 我 们 可 以 证 明 , 在 一 
定 条 件 下 , Kay) 是 连续 的 而 且 是 共 罗 对 称 的 , 因此 天 是 紧 自 伴 算 子 . 
K(x, y) 称 为 Green 函数 (关于 Green 函数 的 确切 定义 , 后 面 再 给 出 ). 

现在 重新 回 到 S-L 问题 


m = g(x) Hàr(r)u, (5.10) 
R: (u) = js 1 = l;2. 
与 Sturm 问题 一 样 ，S-L 问题 (5. 10) 的 关键 是 半 齐 次 问题 

Lu =. i °. 

I g(T)+A ru (5.11) 


的 求解 . 如 果 我 们 把 上 式 中 的 g(Cz) 十 MirGz)x 视 为 已 知 函 数 , 这 就 是 Sturm 半 
齐 次 问题 . 由 (5. 9)， 问 题 (5. 11) 化 为 积分 方程 


ula) —1| OKE, yu) dy = F, G) 
的 求解 ， 其 中 
FI G) =| KCz,y)g(y)dy 


为 已 知 函数 , 并 和 暂 设 K(xz,y) 已 求 出 . 不 妨 设 r(x) > 00, 用 /7Cz) 乘 上 方程 
两 端 : 


Vr(r)ulr) -a | AOK ay) VrO)uly)dy = /r(z) F, (a). 


令 
wlx) 一 VrCz)uGzrz)， Flr) 一 F(Cz)w7Cz)， 
Ki(z,y) 一 V7r(Cz)rCy) 开 (zyy)， 
得 


o (z) -a fiK, (z,y)o(y)dy = F(z). (5.12) 

它 是 一 个 对 称 连 续 核 的 积分 方程 . 如 果 能 证 明 (5. 10) 与 5. 12) 的 可 解 性 等 

价 , 则 前 者 的 求解 问题 , 就 化 为 后 者 的 求解 问题 , 而 这 在 上 一 节 中 已 经 研究 
T.. 

综 上 所 述 , 求解 边 值 问题 (5. 1) 的 关键 是 寻求 定义 在 了 类 上 的 微分 算 子 


(5. 3) 的 右 逆 积 分 算 子 (5. 7)， 亦 即 求 Green K KCzyy). 


O 否则 的 话 , 必 存 在 实数 r, Era) >r, 在 (5. 11) 中 令 (z) =a), 在 (5.3) 
PS qj (zx) = q(z) 一 各 ， 则 化 为 已 知情 形 . 
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另外 , 在 线性 微分 方程 中 常常 考虑 所 谓 特 征 问 题 ， 即 S-L 齐 次 问题 中 ， 
当 和 为 何 值 时 有 满足 齐 次 边界 条 件 的 非 零 解 , 这 个 \ 称 为 微分 方程 的 特征 值 ， 
对 应 4 的 非 零 解 称 为 微分 方程 的 特征 函数 . 这 样 的 特征 值 , 特征 函数 是 否 存 
E? 特征 函数 是 否 构 成 完备 系 ( 也 就 是 能 否 按 特征 函数 系 展开 空间 中 的 元 
R)? 这 是 二 阶 偏 微分 方程 分 离 变 量 法 的 理论 基础 , 根据 前 面 所 述 可 以 明白 ， 
这 个 问题 可 化 为 相应 紧 自 伴 的 积分 算 子 KK 来 讨论 , 即 K 是 否 存 在 特征 值 及 特 
征 函 数 , 特征 函数 系 是 否 完 备 的 问题 . 
3.5.2 ”二 阶 正则 微分 算 子 的 逆 

1. 6 函数 的 物理 背景 

ô 函数 在 探求 二 阶 正则 微分 算 子 的 道 积分 算 子 中 起 着 重要 作用 , 我 们 来 
介绍 它 的 物理 背景 及 形式 意义 . 

古典 函数 是 描写 “每 一 点 都 有 一 个 数 ” 的 一 种 对 应 . 例如 线段 [a,5] 上 的 
线 密 度 为 连续 函数 oCz)， 则 [a,z] 上 总 质量 为 


m) = pd, qreh 
反之 , pl) =m (x). 
如 果 单 位 质量 集中 在 xz = 0, 即 


0， r= 0. 
mlr) = _ a < z < b, 


1, z 一 0, 
则 得 密度 分 布 为 
Q, O, 
pC) -| ` z x € [a,b]. Cx) 
OC, xr = 0, 


这 个 密度 分 布 不 符合 古典 函数 定义 , 不 能 简单 理解 为 几乎 处 处 为 零 的 函数 . 
否则 , 在 Lebesgue 意义 下 ,将 有 


[Gaz = o, 
而 由 物理 意义 明显 地 应 有 
foda =], Cx ) 


HC), C *) 所 定义 的 密度 分 布 pCz) 虽然 不 是 古典 的 函数 , 但 它 毕 况 是 客 
观 世 界 中 一 种 数量 的 反映 . 我 们 称 之 为 6 函数 .按照 上 述 质量 集中 分 布 ， 记 


| 8Cz)dzr = 1， [a b] BERA, 


[2dr = o, [a b] 不 包含 原点 ， 
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而 一 定 要 按 十 典 函 数 那样 定义 的 话 ， 则 有 
S ) _ J X = 0, 


So, x= 0. 
6 函数 的 一 个 常用 性 质 是 ,对 任意 连续 函数 ula), a < >x < b, 有 
[sC — yyu()dy = uz). (5.13) 
这 可 形式 地 说 明 如 下 , 用 中 值 定 理 的 思想 ， 
[see yudas = |” a- yuy 


=) sc 一 dy 
一 xz )，a< x* <b. 
34 e — 0 时 得 (5. 13). 

EEX ó 函数 只 作 了 形式 地 引进 ， 因 为 这 里 只 是 把 它 作为 探求 二 阶 正则 
微分 算 子 的 逆 积 分 算 子 的 手段 , 而 由 此 所 求 出 的 道 积 分 算 子 是 否 正确 , 要 依 
靠 最 后 的 检验 , 并 不 要 6 函数 的 严格 理论 . ó 函数 是 一 种 广义 函数 ， 而 广义 函 
数 要 用 泛 函 方法 来 定义 , 关于 广义 函数 的 定义 及 运算 性 质 , 读者 可 参看 有 关 
PHO, 这 里 就 不 详细 介绍 了 . 

2. 我 们 先 来 考虑 这 样 一 类 二 阶 微分 算 子 , 它们 将 是 我 们 今后 要 定义 的 
二 阶 正则 微分 算 子 的 特例 . 

考虑 二 阶 微分 算 子 

Lu =— (pau Y + q(z)u, (5.14) 
Hp plar) ga) 为 [0,1] 上 连续 的 实 函 数 , pa) > 0. LEXE u 及 Lu WA 
于 LL0,1], B 满足 边界 条 件 
aiu(0) 二 azu (0) = 0, lal? + la|? Z 0, 
bu) +b; = 0, |5|2-+ lb? 天 0 
的 类 JE, 其 中 a; |D; 为 实数 . 

首先 我 们 看 出 , 在 边界 条 件 (5. 15) Z F, 微分 算 子 是 自 伴 的 , 即 对 任意 

的 uvE€ J 有 


(5.15) 


(u,v) = lu, Lo) 
《不 过 我 们 注意 这 里 所 说 的 自 伴 与 3. 1 节 有 点 不 同 ; 3. 1 节 要 求 算 子 是 有 界 
的 , 而 这 里 的 上 可 能 是 无 界 的 ). 这 是 因为 


@ 例如 , 夏 道 行 等 编 《 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 》 下 册 第 七 章 , 第 二 版 , 高 等 教育 出 版 
社 ，1985 年 . 
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(Lu , u) 一 Cu, Lo) 
=Í (E D Y Halau o pT) +q(az)oJa) dz 


=p(z) (uv —u'T) |: 
=p UDT A) u (1)2(1)) — pO) (u(0)Z' (0) —¿ CODO). 
(5.16) 
由 于 
aiu(0) +azu (0) = 0, aiv(0) 十 azw (0) = 0, 
bull) 十 bx) = 0, bvd) tbv (1) = 0, 
É: b, = 0, WJ 
b, , 
-gu 


uQ) = a), 30) =- (D. 
1 


于 是 
uD TD) GQ) D) =— 2 a) ZO) +O) ZQ) = o. 
34 b) = 0 时 ， 显然 
Q) = ZQ =o, 
仍 有 
ull) ZG) — (1) %(1) = 0. 
于 是 (5. 16) 右 端 第 一 个 方 括号 为 零 . 同样 可 证 第 二 个 方 括号 也 为 零 . bL H 
f. 这 一 条 件 是 保证 逆 积 分 算 子 K 自 伴 的 前 提 ( 假 如 K 存在 的 话 ), 因为 


(Kuv) = (Ku,LKy) = (LKu,Kv) = (u, Ko) 《5. 17》 
现在 我 们 来 寻求 工 的 逆 积 分 算 子 KK : 
Ku = | Kr, yu dy (5. 18) 
使 得 
, Lku = u, (5.19) 
并 且 Ku € J. 


格 地 检验 K (z, y) 是 我 们 所 要 求 的 核 函 数 . 
设 (5. 19) 成 立 , 利用 (5. 13)， 
| [= (pK (z, y)), FIK (Ey) uy dy = | OC — y)u(y)dy. 


这 里 暂 设 u(xz) 是 连续 的 (以 后 将 去 掉 这 个 条 件 ), 于 是 需要 
— (PK, y) ), HDK Cr, y) = Hz— y). (5. 20) 


| 
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为 使 Ku 满足 边界 条 件 (5. 15)， 须 

aKO, y) +a, K, (0,y) = 0, 

b KA, y) +K, 1,y) = 0. 
我 们 视 y 为 常数 来 求解 (5. 20), (5. 21). 

34 = < y BF, 
— (px)K, (z,y)), +q(z)K(z,y) = 0, 
o +a,K,(0,y) = 0. 

由 线性 常 微分 方程 理论 知 ， 有 满足 齐 次 方程 线性 无 关 的 函数 四 (z) 及 u> (z) 
使 


(5.21) 


K(<m,y) = ci (yu (z) +c Cy) us (a). 
由 边界 条 件 可 得 
arcy Cy) uC0) +a)c; (yu (0) +asci (y) (0) + a;c; Cy) us (0) 
= cı (y) (azu (0) + azul (02) + c; (y) (arus (0) Hazug (0)) 
= 0 (5. 22) 
可 以 断定 ， 上 式 右 端 两 个 方 括号 不 全 为 零 . 否则 , 2 
fat (0) + azu (0) = 0, 
aruz (0) +a, (0) = 0, 
由 于 ai ,as 不 全 为 零 , 于 是 
uC0) 4⁄0) 
u (0) ws2 (0) 
这 与 u (z) ,uo Ca) 为 线性 无 关 相 凶 盾 . FEG. 22) 中 ci (y) 与 c; (Gy) 线性 相 
关 . 不 妨 设 


c) (y) = acı (g). 
于 是 
K(x,y) = ci (y)u, (z) +aci (yu (z) 
= c (y) Cur (z) + aus (x)) 
= ci (y)ki G), (5.23) 
其 中 心 G) 天 0, 和 否则 ww Ce) ,za Ga) 又 将 线性 相关 . 显然 外 (zx) 在 [0,1] 上 有 
连续 的 二 阶 导数 . 
同 理 ， 当 z > y 时 , 求解 
W PDK, (m,y)), +q(z)K(xz,y) = 0, 


(5. 24) 
BAKA, y) +b, K,GQ ,.y) = 0, 


aü 
EE 
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K(x,y) = c; (y)kz (z)@,. (5.25) 
k, (a) É 0, kx G) 在 [0,1] 上 有 连续 的 二 阶 导数 . 综合 (5. 23),(5. 25)，, 得 
K(z,y) -人 kil), z< 
co (yka (2), I> y. 
要 求 出 K(xz,y) 须 定 出 ci (y) Relo), WEMA K, y) 附加 一 些 条 件 . 首 
先 设 K(z,y) E r = y NER, 于 是 cj(y)ki(y) = clk O), 或 
aki Gy) 一 cz(y)Rz(y) = 0. (5. 27) 
另 设 K(x,y) 作为 xz WAKE z Z y BP Kley), K. (z, y) E, H 
Kly 十 0,y) ,Ki(Cy 一 0;y) 存在 . 在 (5. 20) 中 对 x 从 yy 一 e 积分 至 > +e, 


P: [— pO K, (z, y)), + or Ky Jdr 


(5. 26) 


aj 


= Pac- ydr = | ac 一 dz =1. 
yE 0 
或 者 
plyteoK, O tesy) +p yo Ky—e,y) + [7 GOKC, dr =1. 


&e— 0, M 


K,(y—0,y) — K,Gy+0,y) = 元 本 
为 使 上 式 满足 由 (5. 26) 知 , 等 价 于 要 求 
A DEO) — c (GO) 一 元 (5. 28) 
车 
kG) — ky) 
kiCy) — ky) | 
由 (5. 27),(5. 28) 联 立 ， 可 解 出 
ka Cy) 
aO = OE OO OO 
cz (y) = -Aco 
PCy) Cki lyka (y) — kz (y2)Ë1 W) 
代入 (5. 26) 有 
B ， ry, 
K(z,y) = b Ok; (2) (5. 29) 
O) ° ; = y. 


D 注意 这 里 的 oO) 已 不 是 前 面 的 cz (y); 
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其 中 
(y) = py) ki (y), (y) — ks Cki Cy)). 

我 们 来 证 明 wo) 是 一 常数 . 事实 上 ， 只 要 注意 到 E, (>), b, C) 满足 方程 
— (PEDR CDY Hak; (z) = 0, i= 1,2. 

wa) 的 导数 确实 恒 等 于 零 : 

w (y) = (ph’i kz — pk2k1) 

= pkiks + pheikst phiks— p'kzky — pk'zkı — pk2k1 
= ka (ph1)’ — ki (pk) = kagki — kigks = 0. 

用 包 记 这 个 常数 , 上 且 用 1. 1 节 的 记号 ，(5. 29) 可 写 为 

kı (z<)Ë, (z—) 


w 


天 (zyy) = 


这 样 我 们 在 w 考 0 的 条 件 下 形式 地 求 出 Green 函数 (5. 30). 注意 w 关 0 这 个 
条 件 是 很 重要 的 , 因为 当 w 关 0 时 , 方 可 从 (5.27),(5. 28) 中 解 出 c, Go) 及 
co《y)， 从 而 求 出 (5. 30), B K(z,y) 有 意义 ; #w=0, WJ p, (z) 与 k, (a) È 
性 相关 ，, 容易 证 明 ( 反 证 法 ) (5. 27) ,(5. 28) 必然 无 解 . 

下 面 给 出 Green 函数 的 确切 定义 . 

定义 3.5.1 所 谓 K(x,y) R$ L WJ Green 函数 , 是 指 满足 下 列 条 件 的 
函数 : 

(D) 天 (zy 在 0 委 z,y 委 1 上 连续 ; 

(2) 天 (zyy) 作为 x 的 函数 , 在 zx 关 y 时 KK,(zx,y),K, Ce, y) 连续 ; 

(D 工 二 yy 时 K;(zx,y) 有 第 一 类 间断 点 , EL 


Ks(y+0,%) — Ky— 0,y) 一 一 


(5.30) 


1 
2O) (5.31) 
Ku = | Kez.y)u()ay, Ku € J. 

H LKu = u. 


3. 现在 我 们 证 明 w > 0 HF, Green 函数 是 存在 的 . 由 我 们 的 作法 ， 从 
(5. 30) 出 发 , 定义 中 的 条 件 (1) ,(2),(3) BRAR. WER. Bul) € 
LzL0,1]， 则 


z 4 
oG) Š Ku = È (kz G) [R udy Hki Go ke udv), 


v(x) = L(g (CD| k (y)u(y)dy-+ hk’ fk (y)u(y)d ) 
w 2 0 1 y y <] X. a 2 (Yuly yj. 
这 里 对 x 求 导 是 对 [0,1] 几乎 处 处 的 之 可 以 进行 的 . 
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v(z) 是 满足 边界 条 件 的 : 
aiv(0) +azv (0) = L Caki C0) + azki (0)) | o (y)u(o)dy =o, 


BvD Hirv (1) = L Chr ke D) Tbk, OD) | hu ydy = 0. 
又 因 
— p20) = P (的 (站 uy dy tA)| k; O)uC)dy) 


— PD (Lo) "b uc) dy +k, aka Cz) uz) 

+k cf ps (y)u(y)dy— Ë (az) ky Cr) ulz)), 
一 (pz)z) + g(r)v = 1 [— Ck +q kolf k (y)u(y)dy 
HE RD Haki If ke Ouds 


— PCO, CE) Chk — ki ke) 


= ulz). 
这 就 证 明了 LKu =u. 显然 v 及 ZLm aT L[0,1]. 条 件 (4) 获 证 . 
4. 逆 积 分 算 子 K 的 存在 条 件 
从 前 面 讨论 中 知道 , 工 的 逆 积 分 算 子 存在 的 必要 充分 条 件 是 w 关 0, 但 验 
证 这 个 条 件 必须 知道 & (z), k, C), 这 是 不 方便 的 , 我 们 希望 从 问题 本 身 直 
接 判 断 有 无 逆 算 子 K 存在 . 这 就 有 如 下 的 定理 : 


定理 3.5.1 定义 在 了 类 上 的 微分 算 子 (5. 14) 有 逆 积 分 算 子 (5. 18) (Ku € 
J) 的 必要 充分 条 件 是 : 4 二 0 不 是 微分 算 子 (5.14) 的 特征 值 ， 或 即 ， 齐 
次 边 值 问题 


T 一 0， 
1 R; w) =0, i=1,;,2 


RAR. 


| 证 设 L 有 道 积分 算 子 KK, W| u = Kg = K0 = 0, Bai = 0 不 是 微分 算 
| 子 (5. 14) 的 特征 值 . 
反之 , 要 证 明 X = 0 不 为 上 特征 值 时 , LAK: 或 者 证 明 上 无 逆 时 ， 
4 二 0 为 上 之 特征 值 亦 可 . 设 工 没有 道 , 则 ww 二 0, 由 
w = wy) = py) k (y); (y) — ks Ok O) 
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知 
ki kz Cy) 一 A2(7)A (y) = 0, 
由 & ,kz 线性 相关 ,不 妨 设 
k(x) = Bk (x), 8= 0. 
因为 有 (zx) 关 0, HWE 
— (p(z)Ë1 CEY + qr)ki Ca) = 0, 
ark (0) + ask1 (0) = 0, 
biki C) + hk C) = 0. 
这 就 是 说 1 = 0 为 上 之 特征 值 . "u 
5. 人 一 0 不 为 工 的 特征 值 时 , L ji uy TEE BJ, 亦 即 Green 函数 
是 唯一 的 . 
设 志 有 道 积 分 算 子 天 1,K2z， 使 对 任何 x € L,L0,1], 有 
LKju =u, 
{Re =0, ij 一 1,2， 
则 
L(Kiu— Kzu) = 0, 
{Ea = 0, ¿í=1,.2. 
由 于 4 = 二 0 不 是 上 的 特征 值 , 亦 即 以 上 边 值 问题 仅 有 零 解 ， 即 对 任何 u, 有 
Kiu = K,u, 
故 K; = K}. 证 毕 . 
6. 虐 的 逆 积 分 算 子 K 的 性 质 
1”K 为 紧 自 伴 算 子 且 K 关 0. 由 (5. 30) 看 出 K(xz,y) 在 0 过 x,y 声 1 上 
连续 , 且 为 对 称 核 , K(x,y) ë 0. 而 自 伴 性 与 从 (5. 16) 推出 (5. 17) 的 结果 相 
吻合 . . : 
2° K 为 右 逆 亦 为 左 逆 算 子 . 因为 从 
Lu =— (plr Y 十 gCz)a， 
PON =0, ¿=1,2, 
视 一 (p(x)w)' 十 glz)u 为 已 知 函 数 时 ,有 解 
u = K[— (PODY + q(z)u], 
即 = KLu, k K 8 L ESAT. 
3° K 5 L 的 特征 值 互 为 倒数 , 而 且 有 相同 的 特征 函数 . 事实 上 , 设 y 
及 gn = 0 fš# Ke, = pnpa 则 LKg, = pLpn， 即 


1 
Lpr = pn 


Hn 
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反之 , RA pa £0 R An Lpr = ànpa: MJ KLe, = AnKgpn， 即 
Ko = 1 
Pn = 1 Pr 
7. A 二 0 不 为 的 特征 值 时 , 工 的 特征 函数 系 成 为 完备 系 . 由 定理 3. 3. 2 
因 K 是 紧 自 伴 算 子 , B) 为 天 的 非 零 特征 值 的 集合 ，(w; } 为 相应 标准 正 交 
特征 函数 的 集合 ,对 于 任意 / € L,[0,1], 


f= pdg t fos Kf, = 0. 
i=1 


要 证 明 {g;) 完备 , 只 须 证 明 NCK) = (0), 事实 上 由 Kf。 = 0 8, BVE LK f, 


F= X ppi 
级 数 在 平均 意义 下 收敛 . 
M / c J, BH 
Lf =— (p(xz)f) + qr) f, 
Pn =0, ¿=1,2, 
H SLf € LL01], 于 是 ， 当 逆 算 子 存在 时 ， 
f = K[— PDY + gC) f 1. 
X Klr, y) 连续 , 满足 


[Key ldy < Me, 


根据 定理 3 3.4, f = > pp: 为 绝对 一 致 收敛 . 
i=1 
综 上 讨论 , 我 们 得 到 如 下 小 结 性 的 命题 . 
定理 3.5.2 定义 在 J 了 类 上 的 微分 算 子 (5. 14) 有 紧 自 伴 的 逆 积分 算 子 (5. 18) 
(Ku € J) 的 必要 充分 条 件 是 1 一 0 不 是 微分 算 子 上 的 特征 值 ， 这 时 
(1) 逆 积 分 算 子 是 唯一 的 ,，K 为 上 的 右 逆 亦 为 左 逆 ; 
(2) 工 与 K 有 相同 的 特征 函数 ， 其 特征 值 互 为 倒数 ; 
G) 天 或 二 的 标准 正 交 特征 函数 系 {pi}》 构成 Lsa[0,1] 的 完备 系 , 即 对 任 
# f€ L,[0,1)], # 
/二 2 Gpp (平均 收效 ) 
i=} 
(4) 当 卫 GE 了 了 时， 上述 展 式 绝对 一 致 收敛 . 


例 1 微分 算 子 
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J= =— ws 
u(0) = (1) = 0. 


LEXE uu € Lz[0,1] 且 满足 边界 条 件 的 类 上 , 这 是 算 子 (5. 14) 的 特例 . 
由 齐 次 方程 Lu = 0 RIG ulr) = arte, BUARI u(x) = 0, 故 
= 0 不 是 算 子 工 的 特征 值 , 于 是 工 的 逆 存 在 . 现在 来 求 Green 函数 , 要 使 
LKu = u, BẸ 
1 1 
L| Kezsyucydy = | az 一 ady 
sk LK (z,y) = 6(z 一 y), 亦 即 
P Kx (x,y) = H(z— y), (5. 32) 
天 (0,y) = K(1,y) = 0. 
X z < y Bf, 
K(x,y) = ci (y) + c; (y>, 
由 天 (0,y) = 0, # a (G) = 0; 4 z > y Bf, 
天 (zy) = cs Cy) + ci Cy)z. 
HKA, y = 0 #ll, z G) —— cs (y), 于 是 
ca (y) x, Z<y， 


Ke 人 r> y. 
因 要 求 K(z,y) Æ r= y 连续 , 故 
` ca (y)y = ca (y) (1 — y). 
于 是 
Ka) -poaa Z, 2<» 
GW1—z), => y. 
将 (5. 32) 对 > 积分 , 对 任何 充分 小 的 e > 0, 有 
Karydr = | 8 — dr = 1, 
— Ki(yte,y) + K. (y—e, y) = 1. 


ca (y) + ca (y) y) > =1, 


得 C3 Cy) = y. 故 


f zxX(l—y), r< 
ñ = r ] 一 一 
K(z,y) = z< Q —z>) 084 z > y. 


虽然 我 们 是 假设 w(x) 连续 , 并 且 用 形式 做 法 得 到 KK(z,y) 的 , 但 由 于 前 面 的 
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论证 , 我 们 的 做 法 是 有 理论 保证 的 . 
TARMAK L 的 特征 函数 系 . 由 
一 u” = Àu, 
已 证 明 X = 0 不 是 特征 值 . 其 次 , 4 二 0 时 也 不 是 特征 值 ， 因 这 时 上 述 方 程 的 
一 般 解 为 


ulr) = cje = Hoe 2, 
代入 边界 条 件 , 得 
cl 十 cs = 0, 
ar ura = 0. 
此 时 显然 
1 1 


a AAT” 


e 
于 是 a = c = 0, u(x) = 0. EE, À = a+bi (Q £ 0) 也 不 是 特征 值 . 因为 
: u(t) = clecchdbz 4 ey tadz, 
其 中 (c 十 qi)? = a 十 bi, 代入 边界 条 件 
cl 十 cz = 0, 
p edit+c,e Hd) 一 0. 

1 1 
etdi tdid 
从 而 cl = c = 0, ulr) = 0. 

所 以 , RA à > 0 时 才 有 可 能 为 特征 值 ， 此 时 
ulz) =c cosVhAz + czsin VAr. 
H x(0) = 0, cl = 0, 


= 0. 


ulz) = csin Vàr. 
H x(1) = 0, 求 得 
= nf, n= 1,2,.. 


sinnxz 为 齐 次 方程 的 非 零 解 , $ 
| scsinnrzy?dz 一 1， c 一 V2， 


CU) = (22), (g.,CG)) = (/2sinnxz) 为 特征 值 及 标准 正 交 特征 函数 系 ， 
而 且 是 LL0,1] 中 的 完备 系 , 对 任何 C) E L,[o,1], EA 


120 - EA 对 称 核 与 特征 值 理论 


fx) = > (f. V3sinnny f (y)dy)/2sinnaz. 
右 端 级 数 平均 收敛 . # f,f E L,[0.1] AO = fO) = 0, 由 


{7 =— f" ° 
fC0) = f(1) = 0， 
有 f= 二 K( 一 了 六 ), 且 上 述 展开 为 绝对 一 致 收敛 . 


3.5.3 一般 情况 


上 段 所 考虑 的 二 阶 微分 算 子 和 边界 条 件 还 是 比较 特殊 的 ， 现 考虑 更 一 般 
的 算 子 


Lu = -i Plu Y 十 gqCz)z] (5. 33) 


和 更 一 般 的 混合 边界 条 件 
al(0) 十 azw (0) +a,su(1) +a, (1) = 0, 
b,u(0) +b; (0) +b;yu(1) +b, 一 0 
的 情况 .其 中 abi HERA, ra), p CCD 为 [0,1] 上 的 实 连续 函数 ， 
r(x) > 0, p(z) > 0. 
khawaq aQ 即 


一 一 [一 (CpGCzxD + g(r)u), 


(5. 34) 


e ) 
al&(0) 十 azx (0) = 0, |a [+ la,|= 0, 
b u(1) + b;u (1) =0, |b, |+ |b | = 0. 
一 般 说 来 , 在 这 样 的 边界 条 件 下 , 我 们 得 不 到 工 的 自 伴 性 . 这 主要 是 因为 我 
们 考虑 的 空间 不 够 理想 .如 果 我 们 考虑 所 谓 带 权 的 L, == B], BB Lor, 
在 这 个 空间 中 的 内 积 和 范 数 分 别 定义 为 


(f,8), = | rc fO) gG dz, 


(S. 35) 


1 
Isl, = (f r(z)| FCz)12dz) ， 


WEI O < ro Sra Srs 用 | . lal- l ahe L [0,1] R L [o,1],> 
中 的 范 数 ， 则 

IAIA < ARIA. 
由 这 个 不 等 式 立即 看 出 La[0,1] 与 L2([0,1],7) 有 完全 相同 的 元 素 .而且 
Lz([0,1],7) 是 连续 函数 类 关于 范 数 | < |, 的 完备 化 空间 .因为 ,对 于 任意 的 
这 种 JE L. C[0,1),) 必 / € Ls[0,1], 由 于 已 [0,1] 是 连续 函数 类 关于 范 
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数 | 1 的 完备 化 , 故 存在 连续 函数 序列 fa € L,L0,1] 也 必 f, € L, 《0,1],7) 
(n= 1,2,…), 使 . 
1 : 
|£, —f|, lfm f|— 0, n— es. 
由 于 加 权 的 缘故 ， 我 们 就 能 像 (5. 16) 那样 证 明 
(Lusu), = lu, Lu), 
注意 工 是 定义 在 u 及 Lu YET L [0.1]: 且 满 足 边界 条 件 的 类 J 上, 对 任 
意 的 4,v € J， 上 式 成 立 . 
在 上 述 一 系列 假设 下 , 关于 算 子 (5. 35) WX, 有 完全 与 定理 3. 5. 2 相同 
的 结论 . 只 要 逐 字 逐 句 重复 前 面 的 论证 就 行 了 . 不 过 要 注意 换 为 相应 空间 
Ls《[0,1],7)， 道 积 分 算 子 的 形式 相应 为 
Ku = | rO Ke, yyu(o)dy, Ku € J. 
使 得 LKu = u, 即 须 


1 ` 1 — 
POLK C, y)u(y)dy = ulz) = K 922 (O) dy, 


LK(z,y) = — 


aKO, y) +a, K. (0,y) = 0, 
WKO: +b, K, GQ , y) = 0. 
与 上 段 (5. 20),(5. 21) 完全 相同 , i zo > 0 IF, 仍 有 


K(x,y) = troklea), 


e PEK, y)) FaK, y) = Hr— y), 


容易 看 出 , K 是 自 伴 的 , 即 对 任何 的 u,v € LL,([0,1],7)， 

(Ku v), = (u,kv),. 
另外 , K 是 紧 的 . 所 谓 紧 , 是 要 证 明 在 L([0,1],7) 空间 内 , 在 范 数 | . 上, 的 
意义 下 紧 . 首先 对 任何 的 /EL([0,1],r), 8 f € Ls[0,1], 从 而 Kf € 
LzL0,1j, 于 是 Kf € L,G[0,1],r). 也 就 是 说 KK 是 Ls([0,1j,7) 到 自身 的 映 


故 存在 {fw} C ifa) 使 
1 
IK/, — Kf, , |, < +£ IKf, —Kf,, |— 0, nm — oo" 
现在 , 考虑 一 般 情况 . 
定义 3.5.2 二 阶 微分 算 子 
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Lu = [一 CCU + qCa)u], 


4 
aiu(0) +a (O +asu(1) +a, (1) = 0, > la, |= 0, 

, (5. 36) 
piu(0) bou (0) 十 b3u(1) 十 bru (1) 一 0, > |b; |= 0, 

i=1 


其 中 a;,6; HER, rlr), p C) a) 是 L0,1] 上 的 实 连续 函数 ，r(z) > 0, 
pl) > 0. 算 子 工 定 义 在 J 类 上 ， 对 于 任意 u, € 有 
(Luv), = Clu, Lu),, 

则 称 工 为 L2([0,1],r) 上 的 正则 微分 算 子 . 

显然 前 面 研 究 的 两 种 算 子 都 是 正则 微分 算 子 的 特例 . 但 在 一 般 情况 下 ， 
不 是 总 能 保证 蕊 的 自 伴 性 . 

可 以 证 明 , 二 阶 正则 微分 算 子 具有 与 定理 3. 5. 2 完全 相同 的 结论 , 不 过 
空间 要 换 成 相应 的 La ([0,1j,7). 


3.5.4 ” 零 特征 值 的 情形 


一 般 , 如 果 工 有 零 特 征 值 , 则 定理 3. 5.2 不 成 立 ; 这 时 在 全 空间 Ls[0,1] 
中 不 存在 工 的 逆 积 分 算 子 . 但 我 们 可 以 在 Lz[0,1] 的 一 个 子 空 间 上 去 找 , 其 
方法 如 下 . 

设 io =0 的 一 切 特征 函数 张 成 空间 Ho, i Ho 为 有 限 维 ， 即 由 
go (r), go. CT) 张 成 . 设 HE 为 Ho 的 正 交 补 空间 . 显然 Ho: H+ 均 为 线 
性 闭 子 空间 ， 从 而 为 Hilbert 空间, 并 且 

L, = Ho Hé. . 
MALEH E, 则 工 在 Ht 上 存在 着 紧 自 伴 的 逆 积 分 算 子 K, 于 是 当 vwE 
Ht 时 应 要 求 Lu € HE. 对 于 He 车 K 存在 , 则 对 u€ Hi, 有 
LKu = u = | sc 一 ec)ay， 
LK (zy) 一 6(Cz 一 y). (5.37) 

但 ó> — y) 并 不 与 eo (a) EZ, p = 1,2,…，, 我 们 令 


6* (m=— y) = 6(z — y) — > po,; (z) po; O); 
j=1 
则 6” (z y) 就 与 qos Ca) 正 交 : 


1 —  — — _ — — 
| (m,y) po. (z) dx = po, V) — po, (y) = 0. 
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同时 当 wz) € HF 时 , 有 
Kz (z— y)u(y)dy 


1 x — 
= | sc 一 ucyady 一 > go, f uo) po, j dy 
j= 


= u(r). 
因此 将 (5. 37) 换 成 
LK(zx,y) = 6" (=— y) (5. 38) 
就 比较 合理 , BIK y È HE LABAT KHA. Bupi 分别 为 K 在 
Hè 上 的 非 零 特 征 值 及 标准 正 交 的 特征 函数 , 根据 展开 定理 3. 3. 3， 


天 (zy 一 X pipi (x) pi), 
i=] 
FAK z 固定 时 , K(x,y) € Ht, FE 
1 — _ 
[Key pont)dy = 0, k= 1,2, n (5.39) 


例 2 Lu =— Z, 
u(0) — ul) = 0, 
u (0) — (1) = 0. 
设 工 定义 在 类 J FE, 边界 条 件 是 混合 的 , 容易 验证 , 对 任何 usv € J, 有 
(Lu,u) = (u, Lv). 


这 是 因为 
(Lusu) 一 (Lo) = (Cu ü +u) |; = 0. 
考虑 
Lu = Au. 
x À > 0 R} 
ulz) = clsinVAz + c;cos VAT. 
由 边界 条 件 
c2 (1 — cos VA) — c sin VÀ = 0, 
VAcz sin VA -+-/JàAci (1 — cos VA) = 0, 
令 
1— cosVA 一 SnVA 
5 sin, 一 2V (1 — cos À) = 0. 
VsinW vA G — cos VA) 
求 得 特征 值 为 


ào = 0, Àn = 422, n = 1,2,".. 
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对 应 的 标准 正 交 的 特征 函数 为 
pCt) 一 1， Prel) 一 V2cos 2nmz, ProCZ) 一 V2 sin 2nnz, 
n= 1,2,.: 
以 上 除了 io = 0 对 应 一 个 特征 函数 m (z) = 1 外 , 其 余 每 个 特征 值 对 应 
特征 函数 . 
在 本 例 中 H, = (1), 
8* (mz— y) = (z< — y) — l. 
令 
— Kx (z,y) = ó(z— y) —1, 
以 及 由 下 列 4 个 条件 : KOy — K(1,y) = 0, K,(0,y) — K, 0,y) = 0, 


1 
K(wm,y) Æ x = y ER, P Kandy = 0 可 得 出 
K(xz,y) = 十 — G> z<) ++G— y. 


对 应 的 积分 算 子 K 为 L,[0,1] 上 的 紧 自 伴 算 子 , HE Hi 上 为 上 的 逆 算 
子 . 
根据 展开 定理 3. 3.2, 对 任意 f(x) € L,[0,1], 


fay = Š) [ ( | 。 fC) /2 sin 2xny dyjVZsin 2xz 
n=1 


+ (| ro V2 cos 2rmy dy)V3 cos 2rnz | + fo: 
fo ENCK) = H, = (1). 两 边 对 二 积分 可 求 出 
fo 一 | fode. 
级 数 收 敛 是 指 在 L, 的 范 数 意义 下 . 
3.5.5 非 正则 微分 算 子 的 情形 
微分 方程 
1 了 2 
Lu + A Ju =0, 0<=<1 


PRH v Bi Bessel 方 程 . 它 的 两 个 线性 无 关 解 记 之 为 几 WAz) Ñ N, Az) O yB] 
称 为 第 一 类 及 第 二 类 Bessel 函数 . 其 中 


O N,G), 又 称 Neumann 函数 ,形式 较 复 杂 , 因 暂 不 利用 , 故 不 写 出 . 
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J.G) = GIS nka 


rek +v + 1) 
原 方程 可 改写 为 
二 | 一 Cru’ y +a] = àu. 


它 启 发 我 们 研究 算 子 
1 fs 2 
Lu 一 工 | 一 (wu ) +u]. 
T x 


为 简单 计 , 只 考虑 vy = 1 的 情形 : 
Lu = 1f- Gu La], 


x= 
与 (5. 36) 对 照 ， f 
r(z) = x, Æ z = 0 #Ë r(x) = 0; 
plx) = x, fE x = 0 4h p(z) = 0; 


ga) = È, fE z = 0 处 不 连续 


边界 条 件 也 只 能 加 在 zx = 1 处 , 自 伴 性 无 法 验证 . 这 样 的 算 子 不 满足 正则 微 
分 算 子 的 条 件 , 称 为 非 正 则 微分 算 子 , 或 奇异 微分 算 子 . 下 面 说 明 对 于 这 样 
的 算 子 ,，L 的 逆 仍 可 能 存在 . 

例 3 RADAT 


Lu = | 一 Gu La]. (5.40) 
u(1) = 0 
的 道 积分 算 子 . 
当然 应 当 考 虑 空间 Ls,([0,1j],x) 且 定 义 


1 
2 


Ca = | fn dr Ns = (Gelo lde). 


H+T|/fl.<1/l, TA L,L0,1] S L,([0,1],z), fB fG) ===[+ <a < 1) 

属于 L,([0,1],z) 而 不 属于 L, [0,1], 从 而 L,L 0.1] C L ([0,1], z). 假设 

Ku = | yK (z, y)u(y)dy. 

须要 求 ` 
f- (2K, Crzyy))。 +K (z) | = 6(z—»), 


T 


K(1,y) = 0. 
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将 上 面 方程 改写 为 
= [Ka E H (FK a) u 
aat, xr=<y, 
K(x,y) = 3 
GD 十 二 > xz > y. 


由 于 z 属 于 L,([0,11,x)， 而 二 不 属于 L,([0,11,x) S c; Gy) 一 0， 又 由 于 
K(1,y) = 0, W c (y) =— cs (y). iZ K, y) 在 zx = y 连续 并 要 求 
[|= GK. y HEK Gr, dr = 1, 

可 求 得 

KCz,y) 一 于 xz- (十 

A 2™< (= 
容易 计算 出 ， 对 任何 usu E L. (L0,1j,z)， 
(Kuv), = (u, Kv),, 

实际 上 , Bl /4 < M, W||/zf, Ca) |= Ala < M. 记 

Kf = f VzyK (z,y) f(y)dy; 


则 天 在 Lz[0,I] 上 紧 ， 从 而 存在 (VErv) C {Vzf,), 使 
IK zf; — K /Zf, l> 0, n,m — oo, 
IH|K/|. = IK /z=fl, 故 
(Kfe — Kf, |, = IK zf, —K /zf, ; |== 0, n,m — ee. 
K 的 特征 值 w 为 超越 方程 


— >). 


Ji (去 = 0 
的 根 ， 因 为 Bessel 函数 满足 方程 
x _ 1] T 
LJ; =) 一 人 


及 边界 条 件 , 用 {&,J 1CVAz)} 记 相 应 V T u, 一 元 的 特征 函数 , E k, 这 样 选 
取 , 使 得 
£2| x] CV dz =1. 
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由 于 工 的 逆 存 在 , 由 Kf 二 0 可 推出 LKf = f—0, AT Ji CX) 构成 
L;([0,1],zx) 的 完备 系 . 对 于 任意 的 f(x) € L;([0,1],z) 有 
LD = D (F ye J VED SODY eT Viz). 


n=l 


级 数 是 按 Ls ([0,1],z) KERA. 
3.6 展开 定理 ( 续 )、 正 算 子 


定理 3. 2. 3 HK, y) BJ Fourier 展开 在 平均 收敛 意义 下 成 立 . 那么 在 
什么 条 件 下 能 绝对 一 致 地 展开 呢 ? 另外 , EI K, (x,y) 可 否 按 特征 函数 展开 
呢 ? 这 些 是 本 节 所 要 讨论 的 问题 . 我 们 先 从 后 者 开始 . 


3. 6. 1 ”关于 又 核 的 展开 


定理 3.6.1 设 开 (zyy) ELz[La,poj 不 恒 为 零 ， 为 自 伴 算 子 的 核 ，a: 已 有 限 或 
ER, (ai) ,{gi) 中 为 对 应 非 零 特征 值 及 标准 正 交 特征 函数 集合 , 则 淖 核 
可 展开 为 


K,G,y) = D pO Gity), n> 2. (6.1) 
;=1 
右 端 级 数 当 一 个 变量 固定 时 对 男 一 个 变量 为 平均 收效 ， 且 
PK dz = D n>2. (6.2) 
a i=1 
证 n= 2h} 
K: (2y) = [K 2K, y)dz. (6.3) 


在 定理 3. 3. 1 F, WET K 作用 在 f (z) = K(z,y) GE y 固定 ), M 


K,(z,y) = 27 Kley) spi (z))e;Cz) 
1=1 


= D pga) (对 工 平均 收敛 )、 (6. 4) 
i=] 


由 对 称 性 , z 固定 时 ， 上 式 对 y 平均 收敛 . 
设 (6. 1) 成 立 , 则 


O 本 节 中 的 (jy;), lp) 均 设 为 可 列 集 , MAARE, 情况 自明 . 
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Ki (xy) = | K(x) Key) de 


R 


lI 
M: 


u: (K, y pi (z))g; (z) 


1 
_ 


lI 
b48 


nl Sae; (z) @; OR? (2) Jg: Cx) 


i 


Il 
` 


2 g@; Cy); (z). 


现在 来 证 明 (6. 2). 由 jy; 一 0 知 , TERIERY io 5 2 i 时 ， 
lal" |e;G 212 < l 2 lgl, n> 2. 


i 


但 


K;Gz,z) = > 好 ps(z)j12， 


i=] 


由 于 右 端 为 正 项 级 数 , 故 可 逐 项 积分 ,得 


[K.Ce,z2)dz = > E. 
a i=] 
所 以 由 (6.5) 有 


[Eleal = D flp = Da 


显然 对 于 有 限 项 有 


20 一 1 20 一 ] 


[Dale Gy |a= = Di. 


在 (6. 1) rh y = z, 然后 积分 ， 考虑 到 (6. 6) 及 (6 7) 就 得 到 (6. 2). 


(6. 5) 


(6. 6) 


(6.7) 
B 


本 定理 中 级 数 (6. 1) 是 一 个 变量 国定 时 对 另 一 变量 按 L, 的 范 数 平均 收 


D 那么 何 时 绝对 一 致 收敛 呢 ? 在 n > 2 时 有 如 下 定理 . 


b 
定理 3.6.2 设 | |K(z,y) 2 dy< M, ab AAR, 其 余 假设 同 定理 3. 6.1, 


H] 3 n> 2 时， 


K, Ga, y) = 29 (z) piw) 
当 一 个 变量 固定 时 ， 对 另 一 变量 为 绝对 一 到 Aki. 


(6.8) 


证 在 所 设 条 件 下 KK, (zx,y) 的 Fourier ERA EH 3, 6. 1 XFAR 


结论 . 又 ?六 2 时 ， 
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K, (zx,y) = | KGa Ke (zyy)dz 


视 y 固定 时 为 算 子 K 值 域 中 z 的 函数 , 根据 定理 3. 3. 4，(6. 8) 当 y 固定 时 是 
关于 这 绝对 一 致 收敛 的 . 同样 = 固定 时 对 y 也 绝对 一 致 收敛 . E" 


定理 3.6.3 jz K(m=,y) #a< r,y< bikik, ab 为 有 限 ,其余 条 件 同 定理 
3. 6. 1， 则 展 式 (6. D 358 n> 2 WX + a < z,y < b p #, 3 — St |k 2k. 


证 由 假设 必 有 上 定理 的 结论 . 当 n = 2 时 有 不 等 式 


ulei) G) |< + lup l? lapi Go 12). (6.9) 
在 (6. 8) H, 34 n — 2 Rf z = y # 
K, (z,x£) = >D lp: (z) |2. (6.10) 


i=] 
因 K(x,y) 连续 , 级 数 各 项 非 负 、 连 续 , 由 Dini 定理 知 ，(6. 10) 在 [a,5] 上 一 
致 收敛 . 再 由 (6. 9) 知 , n= 2 时 命题 成 立 . 
又 1 充分 大 时 有 (6.5), # n > 2 时 命题 成 立 . i 
注 2 三 1 时 本 定理 并 不 成 立 . 但 可 证 明 对 一 个 变量 一 致 地 关于 另 一 个 
变量 为 平均 收敛 . 例如 , 计算 表明 


b n 
| KG) D p pO lde 
a i=] 
b n 
=Í |K(z=,y) |2 dr — > le; (y) |? 
a i=1 


= Kyy) — 2702 e, (Oy) 12. 
i=l 
由 于 (6. 10 一 致 收 合 ,从 而 上 式 n — ce 时 关于 y 一 致 地 趋 于 零 . 由 对 称 性 ， 
同样 可 证 展 式 对 zz 一致 地 关于 y 平 均 收敛 . 回答 n= 二 1 时 , a < xz,y < 
b 一致 收敛 ,将 是 以 下 的 Mercer 定理 . 


3.6.2 Mercer 定理 


定义 3.6.1 KKHH 上 的 自 伞 算 子 (K 为 线性 ,有 界 或 无 界 ). 若 对 任 
意 的 JE H, 
(Kf, f) > 0, (6.11) 
MUJER K AH 上 的 正 算 子 . 


推论 3.6.1 著 开 为 囊 上 的 线性 有 界 算 子 且 当 了 三 E H#, (KANE, ni 
K 为 正 算 子 . 
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这 是 因为 ， 从 泛 函 分 析 知 道 ， 线 性 有 界 算 子 K 为 自 伴 的 充 要 条 件 是 对 任 
fj f, (Kf, J) 为 实数 ， 


推论 3.6.2 K 2 H Eó 8 tE, m KK * # K* K 5 2 EE. 3. 


这 时 K"K K KK* 上 丝线 性 有 界 , 且 对 SEH, 
(KK * f, f) = |K* fl> o. 
从 而 KK ”为 正 算 子 . 同 理 K * K 为 正 算 子 . 
特别 地 , 若 K 线性 有 界 且 自 伴 , 则 K 为 正 算 子 . 


推论 3.6.3 设 开 为 互 上 的 紧 自 伴 算 子 ， 则 K 为 正 算 子 的 充 要 条 件 是 开 的 
所 有 特征 值 非 负 


证 由 (3. 1),(3. 11), 得 
(Kf, J) = 22 | frg) lP. (6.12) 


3 > 0 B (Kf, f) > 0, K # H 上 为 正 算 子 . 反之 ， 若 对 一 切 /E H, 
(Kf, f) 之 0 时 必 所 有 yi 之 0. 否则 ， EA RE un <0, 则 取 了 一 p ， 于 是 便 有 
(Ke; Pr) = z, < 0, 这 与 对 任意 的 f € H, (Kf, f) > 0 3FJ5. E" 

由 必要 性 证 明 看 出 ,只 要 (Kf A > 0, 即 可 推出 K 的 特征 值 为 非 负 . 

3.5 节 例 1、 例 2 中 的 积分 算 子 天 均 为 正 算 子 , 因为 它们 的 特征 值 非 负 . 
而 二 为 正 算 子 可 由 定义 直接 检验 ,也 可 由 K 为 正 算 子 导出 . 事实 上 Vu € 
L2[0,1], 则 u = Ku € L,[0,1], 

(Lu ,u) = (Lu ,KLu) = (Ku; u) > 0. 
至 于 3.5 节 例 3 中 的 非 正 则 微分 算 子 (5. 40) ， 即 
| =|- wy +L], 
u(1) = 0, 
我 们 只 知道 特征 值 是 超越 方程 
JAD) = 0 


的 根 , 并 不 能 求 出 它们 的 具体 值 . 曾 证 明 L 有 紧 自 伴 的 逆 积 分 算 子 KK, 易 由 
K 自 伴 证 明志 BE, 而 且 因 为 


(aa), = | |— Guy + Lu |adz 


(zh lt ll?)ar 
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=| (zul? ++ u|?) dz 20. 
从 而 区 为 正 算 子 且 工 的 一 切 特征 值 M; 220. 但 可 证 明 4 == 0 不 是 特征 值 , 因 若 
Lu = 0, 必 有 (yw); = 0, AM u = 0. 
引 理 3.6.1 j K(xmz,y) £# 0<< z,y< 1 LEZA L,[0,1] 上 正 算 子 的 核 ， 
Hñ) 35 0 < x< 1 BF, K(z,z) > 0. 


证 用 反 证 法 . 若 存在 To 使 K(xo Zo) < 0, 则 必 存 在 ó > 0, 使 当 
|z=—= | <8, |y 一 zo |< ë Rf, K(z,y) < 0. 令 


K EEA |z — zo | <ç ë, 
7 0, |z — xç | > ë, 


则 
(Kf, f) = f [P K (m,y)d= dy < 0, 
5 K 为 正 算 子 矛盾 . E 


定理 3. 6.4 (Mercer) 4 K(z,y) & 0<< z,y<( 1 Ei&bk(K(z,y) 20), R. 
为 了 [0,1j 上 正 算 子 的 核 ， 则 


K(z,y) = >e; (z) e; (O). (6.13) 
i=] 
展 式 对 0 委 Zy 魏 1 为 绝对 一 致 收效 ， 其 中 {) (2; (z)) 同 前 . 


证 由 定理 3. 3. 3， 展 式 (6. 13) 在 L, 平均 收敛 意 义 下 成 立 . 为 证 明 本 定 
理 只 须 证 (6. 13) 右 端 为 绝对 一 致 收敛 即 可 , 又 因 j; > 0, 
1 
3 


m m 1 m 
| 2p: (a) p: (y) | < (>: |o; (z) 12) ( Dri lp: (y) | 2) , 
故 只 须 证 级 数 > moi(z)12 HOSS BAT. 现 分 三 步 进 行 : 
i=] 
(1) 证 2 [e al EAKA. 令 
i=] 


K” (x,y) = Klasy) — 21@; Ce) gO), 
i=] 


1 
ge; (z) = [Kao (y)dy 


可 看 出 e, (x) 是 连续 的 , MAK” y fE 0 < =,y < 125, 且 易 见 
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K® (x,y) = K” (y, 7). 
设 以 K(x,y) 及 Klay) 为 核 的 积分 算 子 (1.1) 为 K, KK, WK, 为 紧 自 
伴 算 子 , K 的 特征 值 非 负 , 由 定理 3. 3. 1 证 明 中 (1) 之 命题 3 ， 
K,f = Kf — ERST = Kf+ 
i=1 
K, EA H; — HL WAT., 按 定 理 3. 3. 1 的 作法 , K 在 Hi 上 的 特征 值 为 
Ml pr， 县 全 部 为 正 , 它们 亦 为 紧 自 伴 算 子 K, 的 特征 值 . 由 推 抢 
3. 6. 3，K 为 正 算 子 . 根据 引 理 3. 6. 1，K (x) 2 0, 即 
Siu lgi(a)|? < K(z,z) < M. (6.14) 
i=l 
这 就 得 到 (1). 
(2) 证 yo 固定 时 有 展 式 
Kla, y) = X uig: (z) pO) (6.15) 
:=1 
对 工 绝 对 一 致 收敛 . 
因为 由 (1) 及 (6. 14)， 当 n,m 充分 大 时 有 
| > pi (z) g; (yo) 


从 而 (6. 15) 对 工 绝对 一 致 收敛 . 
另 由 定理 3. 6. 3 的 注 知 ,(6. 13) 对 y € [0, 吉 一 致 地 关于 为 平均 收敛 ， 
于 是 当 yo 固定 时 更 有 


<Š | e; (z) |2 Selg 12 < Me, 


K(x,Y0) = 27 gi C) pi (yo) 
关于 = 平均 收敛 . 由 平均 收敛 之 唯一 性 知 (6. 15) 右 端 关 于 z 绝 对 一 致 地 收敛 
于 K(x, yo). 


(3) EH Kar) = Dule? 关于 工 一 致 收 伍 . 由 (2) 成 立 着 
i=] 


KC» 30 ) = >i lo: Cy0) 12, 
i=] 
右 端 级 数 为 逐 点 收敛 . 由 于 它 的 各 项 非 负 , 且 收 敛 于 连续 函数 天 (yo,yo), 由 
Dini 定理 知 ， 它 一 致 收敛 于 K(y, y). E" 


推论 3.6.4 EK, y £ 0 < z,y < ] it 3: E Z R.A k 48 ñ EF 448 65 
自 伴 算 子 的 核 ， 则 Mercer 定理 的 结论 仍 成 立 . 


展开 定理 ( 续 )、 正 算 子 


证 RAT K BRIHA pe 起 为 正 , 则 核 


K® (x,y) 一 天 (Czyy) 一 > Tupi (y) gi) 
i= 
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(6.16) 


连续 , HAER, 其 对 应 算 子 K, 的 特征 值 为 正 ， 由 推论 3.6.3, K, 为 正 算 
子 . 


将 Mercer 定理 应 用 于 K” (z,y)， 有 


K® (x,y) = 5 uig: (z) @; (y). 
i=*+1 


级 数 对 0 < ry < 1 22X— AER. 16), 便 有 (6. 13). 


推论 3.6.5 假设 同 推论 3. 6.4， 则 


| Ker, z) = > Ti. 
i=] 


(6.17) 


证 ”由 推论 3. 6.4 得 (6. 13) , 在 (6. 13) 中 令 y 二 工 逐 项 积分 便 得 (6. 17). 


推论 3. 6. 5 是 代数 中 行列 式 的 迹 等 于 特征 值 之 和 这 一 命题 的 推广 . 
定理 3. 3. 3 的 推论 曾 断 言 > ya 二 十 oo, 对 连续 的 正 算 子 有 更 强 的 结论 
i=1 . 


> <+ o, 


i=] 
例 1 Lu =—w, 
u(0) = u(1) = 0 
是 3.5 节 例 1 中 的 算 子 , 曾 求 出 


K(z,y).= z< (1 — xz), 


1 
n ~ ° n= 1.2," 
É n 


H (6.17), 
1 CO 
| x< (1 — x==)d+ = 15 1 = 
0 T n=17 
例 2 Lu =— i", 


u(0)—u(1) = 0, 
wO — d) 一 0 
是 3.5 节 例 2 中 的 算 子 , 曾 求 出 


Kry) = p-as) ++ C — y). 


K 的 非 零 特征 值 为 
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n 一 1,2, 


= — > * 
Ar Aner 


从 而 


1 2<A 1 1 
[Kæsa = 1 > = 12: 
上 式 出 现 倍数 2 是 因为 每 一 特征 值 重 数 为 2, 而 (6. 17) 和 式 中 的 特征 值 是 按 
重 数 累计 的 . 
1 


例 3 Lu =4f— Qu'y + tu), 


u(l) 一 0 
是 3.5 节 中 的 例 3. 它 的 特征 值 为 J CA) = 0 的 根 . 我 们 曾 求 出 
K(z,y) = T =< (去 -之 ) 
考虑 到 我 们 是 在 Lo([0,1j],zx) 上 讨论 的 , 故人 6. 17) 应 为 


< of f1 1 _ 1 
2 = [zK(z,zyaz = [' s23 z)de = z- 
可 注意 的 是 , 这 里 我 们 并 不 知道 每 个 p 之 值 ， 却 能 确定 它们 之 和 . 


3.7 ”正则 微分 算 子 的 特征 值 


本 节 从 Hilbert 空间 中 紧 自 伴 算 子 的 特征 值 理论 出 发 , 来 得 到 正则 微分 
算 子 关于 特征 值 方面 的 一 些 信息 . 即 证 明 二 阶 正 则 微分 算 子 至 多 有 有 限 个 负 
特征 值 . 

首先 引进 比 正 算 子 更 广 意义 的 半 有 界 算 子 . 

定义 3.7.1 设 K 为 日 上 的 自 伴 算 子 (不 一 定 有 界 ). HHTH fE 
H, 存在 着 实数 1* ,使 

KAEN AFN CKKf, f) <A" (f. >), 

则 称 K 为 下 半 ( 上 半 ) ARAF. 

显然 正 算 子 是 下 半 有 界 算 子 ( 取 h* = 0 即 可 ). 


推论 3.7.1 设 KK 为 是 上 的 紧 自 伴 算 子 , 则 K 为 下 半 有 界 算 子 的 充分 必要 条 
件 是 存在 实数 4* ,使 KK 的 一 切 特 征 值 /ji 之 A*. l 


证 (1) 必要 性 . 设 存 在 4*， EHET f € H # 
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KEP >2* (f, >, 
则 必 有 一 切 yi 22 A. ERR FER ios 使 ji < A", W f = e, > MJ 
(Ko; Pu) = pi <)” (gi ,i )， 
与 假设 矛盾 . 
D 充分 性 . 若 存 在 实数 4” 使 一 切 y; 2 A" MA 之 0 时 

(Kf, = Dull >o =o: P, 

即 K 是 正 算 子 ,当然 K 下 半 有 界 . 当 A* < 0 Bi, 
KAD = Hel fp) 222" 27 |,e) |2 


>A (2>71C(,e D) l2 + 112) 


= A" (f, f), 
其 中 fo € N(RO. E 


引 理 3.7.1 Q K 22 H lú B E 3, M 是 日 的 子 空间 . 若 对 某 实数 A* 
及 一 切 fEMR 有 
KEN <A* (f. f), 
Hiin ARREA” 4h K 的 特征 值 的 个 数 (包括 重 数 )， 则 也 之 dimM. 


证 设 K 的 特征 值 中 ， LI 22 °" 5 ZA A". 对 应 的 标准 正 交 特征 函数 
@1 22 ° * * * * Pn 张 成 子 空间 Ho; 对 任何 f € Ho, 


f= 2 pg 


KED = Dul eD l < A" (f, f). 
i=1 


由 投影 定理 ， 
H = H, @ H+. 
对 任何 / € HH 让 ,分 两 种 情况 考虑 ; 先 设 4 二 0 不 是 K 在 Hi 上 的 特征 值 , 则 


f = 5 (f ,9i) gi» 
i 二 nn 十] 
(Kf, = X alhol E SAGA, f€ H. 
z 一 ?1 
KH u = 0 Æ K EHE ERARI., 则 必 X* <o, 从 而 


f= > (fee j fo, fo € NCK), 
i=n+] 
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(Kf, = > ulg > > pDl? 
1=++] i= r-+-] 


>," D IpI) = 1" C, D. 
i=x+1 


总 之 ,FE Ha 时 , (Kf, f) > 1" (f, D. R S EMi, 
(Kf, A (f, D, 
所 以 f€ Ho， 即 M — Ho, it n > dim M. | | 


引 理 3.7.2 设 Ki,K; 均 为 时 上 的 紧 自 伴 算 子 , 对 任何 /EEE 日 有 
KAN SKAAR. 
设 对 菜 实数 4",， Ki 的 一 切 不 超过 A* 的 特征 值 ( 包 括 重 数 ) 
Hp pm < À" 
以 及 天 ?的 一 切 不 超过 ”的 特征 值 ( 包 括 重 数 ) 
VI 9V2 9 * t > ny <, 
则 n; Z mn. 


ME 设 j ,po，… ,pn 对 应 的 特征 函数 张 成 子 空 间 为 M, 其 维 数 为 m. 当 
f € M 时 , f = E pde 
i=1 


n 


KSAN < (K, f, ) = Dal el ss LIe l 


= À * (f. 门 . 
由 上 一 引 理 知 , m >n. E" 


定理 3.7.1 二 阶 正则 ( 自 伴 ) 微分 算 子 (5. 36) 至 多 有 有 限 个 负 特 征 值 . 从 而 
二 阶 正则 微分 算 子 是 下 半 有 界 算 子 . 


证 “分 三 种 情况 证 明 ， 
C) ia =0 RAG. 36) 中 工 的 特征 值 , 且 设 g(x) > 0, 此 时 必 存 在 紧 
自 伴 的 逆 积 分 算 子 天 , 使 
— (PNK, (zy)) + qr Klr, y) = 6(z— y). 
引入 辅助 微分 算 子 


全 = (Pu + q(z)u], 


u(0) = u(1) = 0. 
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边界 条 件 是 分 离 型 的 ， 必 自动 地 有 
(Lu,u), = Go Lu), 


BJ T AE, 又 
(Ču, u), = Rr- PCD tar ul udr 


=| [pGo) | |? +g) lul? ]dr 20, 


# HERT. 这 时 4 = 0 不 是 这 的 特征 值 . 因为 , 当 疡 = 0 A u uD, 
一 0, 由 上 式 知 g(x)|u| 二 0, 因此 “一 0. AM l AZBEST K, 
B K SE. 事实 上 , 设 Ku = u, 有 
Qa), = (Ku, LR), = Ga La), = uisa), > 0, 

故去 的 特征 值 

m 之 pa 22 ***(— 0); 
À, = "i -, H 
0 <à Kà Le (>H eo). 

仅 有 有 限 个 特征 值 的 可 能 性 可 以 排除 ,因为 根据 定理 3. 5. 2, K 的 特征 
函数 系 在 上 ，《[L0,1],7r) 中 完备 ， 而 有 限 个 特征 函数 是 不 能 构成 完备 系 的 . 

LK, y) 满足 

— (po) K. (m=, y)), HDK Ca, y) = lr — y), 
lea =Ř0, y) = 0, 

ERKEK £ 


[ZG Z Ha) Kay) — Kr,y)) = 0. 


由 线性 微分 方程 理论 ,有 满足 上 述 齐 次 方程 的 线性 无 关 函 数 u (x) ,wz a) 使 
Dlr, y) = K(z,y) — K(z,y) = aly) (z) + b(y)us (z), 
DGz,y) 是 自 伴 的 退化 算 子 D 的 核 . 它 除了 零 特征 值 为 无 穷 阶 以 外 , 最 多 有 
两 个 非 零 特征 值 . 又 
(Kf, = (KA D) f, = KI, + (Df, y > (Df, D). 
Rat 为 任意 的 负数 . 设 一 切 不 超过 X* 的 K 及 DD 的 特征 值 个 数 ( 包 括 重 数 ) 分 
IA ng Mnp. 但 不 管 1* 如 何在 负 实 轴 上 变化 均 有 
np < 2. 
由 引 理 7.2, nk S< np < 2. 即 K 的 负 特征 值 最 多 不 超过 两 个 ,从 而 对 工 亦 有 
同样 的 断言 . 


L 的 特征 值 为 )i = 
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(2) 设 glz) >>0, 但 人 = 0 为 工 的 特征 值 . 设 = 0 的 特征 函数 空间 为 
Ho; Æ HE 上 求 荆 的 道 K, 由 (1), KEHE 上 至 多 有 两 个 负 特征 值 , EJ L 
在 H; 上 从 而 在 全 空间 上 也 至 多 有 两 个 负 特征 值 . 

(3) ga) NEXE., 因 x(z),o(Cz) 在 [0,1] 上 连续 且 r(x) > 0, 由 连 
续 函 数 性 质 知 , 必 存 在 实数 r, 使 

q(=) — = (z) > 0. 
令 
Lau = H (GD + (q) ra) u], 


HRE) 中 至 多 有 两 个 负 特征 值 , 目 4 一 十 oc. 
令 Lp, = Anpn? wj 
Le, = An rT) pn. 
故 An trL 的 特征 值 . 由 于 4 tHo, 必 存 在 正 整 数 N. 使 当 n >>N 时， 
àn trO. 故 世 至 多 有 有 限 个 负 特征 值 . E 
例 1 


Lu =—w, 
人 一 0， hul) +“ (1) = 0. 
考虑 比较 算 子 
Lu =— i", 
1 = (1) = 0. 
由 例 1, 上 是 正 算 子 , L 和 这 的 核 分 别 为 
K(z,y) = z< Q — rs), 


z< (1l 十 hh 一 hx) 
1 


Kz, y) = + (Eit h =— 1). 


= —K = Y 
Dlr, y) 一 天 (zy) 一 天 (zyy) TER’ 


glz) = ERON = t= °. A. 
乘 以 x, 积分 有 和 = 3(1 + h) = 0 为 特征 值 . 
G) 下 > 一 1 时 , 4 >0, DD 为 正 算 子 ， 
(Kf, = Kr, y + (D/, > (Kf, p >o. 
取 X” = 0, WE ng = 0 JA nk = 0. 故 K 从 而 L 无 负 特征 值 . 
(2) 用 一 一 1 时 , A 二 0， 
KEN > DLN, 
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np = 1, ñ nk <Ç np = 1. 从 而 工 最 多 有 一 个 负 特征 值 . 事实 上 可 以 解 


人 u = Au, 

u0) =0, ku) +« (1) = 0, 

则 u = sin VÀz , 满足 条 件 x(0) = 0. 第 二 个 边界 条 件 导 致 
tan vÀ = 


若 1 为 负 , 令 = io (o > 0) 则 得 
一 一 £ 
tho E: 


当 有 一 一 1 时, 此 方程 确 有 一 个 正解 . 从 而 工 有 一 个 负 特 征 值 . 
D 有 二 一 1 时 , u = 工 满足 边界 条 件 且 Lx = 0. WEH L 的 特征 值 . 
最 后 说 明 一 下 , 定理 3.7. 1 并 不 限于 二 阶 正则 微分 算 子 , 可 以 推广 到 高 
阶 算 子 . 令 


1 ` — 15k Ck) \ k) 
Lu = 52 DECU P), 


设 一 切 pi) 有 上 有 阶 连续 导数 ,r(x) 连续 ,py (zx) > 0, r(x) > 0; 边界 条 件 
RA 
2n—l 


27 一 1 
2 Ta u tp 《0) 十 Dbau® (1) =0, i= 1,2,.…,2n. 
k=0 k=0 

2n—l 

S larit lba |= 0. 

k=0 
ÉE u5 Lu EL:([0,1],r) 且 x 满 足 边界 条 件 . 还 假设 算 子 在 这 样 的 边界 条 件 
下 对 称 ， 即 

(Lu,v), 一 Cu, Lu),. 

在 这 种 情况 下 , 可 证 算 子 L 是 下 半 有 界 的 , 至 多 有 有 限 个 负 特 征 值 . 


3.8 特征 值 的 近似 值 


在 求解 微分 方程 的 边 值 问题 以 及 求解 对 称 核 的 积分 方程 时 , 特征 值 起 着 
很 重要 的 作用 , 其 解 是 用 特征 值 及 特征 函数 表示 出 来 的 . 但 是 特征 值 的 精确 
值 往往 不 易 直接 求 得 . 本 节 介 绍 求 绝 对 值 最 大 的 特征 值 的 近似 方法 . 

1， 从 积分 算 子 出 发 

设 K 为 紧 自 伴 算 子 ， (jp),{gi} 分 别 为 K 的 特征 值 及 特征 应 数 , 且 
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la l> | |Z +. 


因为 Kf = Xarpa dga, 从 而 
n=l 


CO 


1 
2 


lf, gpa) 1? 
Ki- = < lal. 
> | fg) |2 
n=} 
— IKF _ 
器 DT T RT 8D 
因此 ， 对 任意 的 上 尖 0, 有 
lg (8.2) 


la l> TT 
从 而 得 到 | wa | 的 一 个 下 界 估计 式 . 


X# >= [K,Ce,zar, 得 
n=1 a 
b 
lm |< K.G, z)dz. (8.3) 
此 即 1ma | 的 一 个 上 界 估计 . 


车 K(x,y) 连续 且 为 正 算 子 的 核 , 由 > pm = [Kedr 得 
n=1 a 


m < [Kez, yaz, (8. 4) 
也 是 一 个 上 界 估计 . 
另外 , 由 展 式 
> = | KGryz)dz， n> 2 (8. 5) 
i=1 a 
可 以 证 明 , 当 一 切 j; > 0 PF, 有 
I ， 
lim (| K, Cz ndr)” = p. (8. 6) 


事实 上 , 由 (8. 5)， 


b 2 n 
[Kr ndr = p (£). 
a k=1 1 


当 k — co 时， / >O, 故 存在 ko > 0, PEH k > ko 时 ， 
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O< (=) <q <1. 
HI 


Ain oont, (E) 对 4 一致 地 趋 于 零 . 设 


lim 
noo 


2 
ñ n — co RF < N <ç ko) 


(Ea (+ S n> 


k=1 k=kotl’ Hl 


5 (yT = MA se — 1. 
因此 (8. 6) 成 立 , 这 是 较 快 逼近 pa 的 公式 . 
例 1 Lu =— i, 
u(0) = u(l)=0 
是 3.5 节 例 1 中 的 算 子 , 逆 积 分 算 子 K 的 核 为 
天 (zyy) = r< (1 —zxz>). 


Eur = 1, Kf == —m, 由 (8. 2), 


_[ [f 1 ° í _ 1 
alz1K7= [| +#a- >a] = 
我 们 已 经 知道 Ë a = 二 ,从 而 
1 
x < (12034 = 3. 31… (8.7) 
由 (8. 4) 
1 1 
二 = K(z=,z)dz = — 
x Al <f (zyZ)dz z? 
x > /6 = 2.457. (8.8) 


更 好 的 估计 是 利用 (8. 3)， 
4 = Å <| Kz, zde = | (| K? Cæ, ydy) de 


_[12201—z ,. 1 
| 3 dz 90° 


于 是 


1 
工 之 (90)4 = 3.08…. (8. 9) 
结合 (8. 7) 和 (8.9)，3.08 委 天 委 3.31. 
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2. 从 微分 算 子 出 发 
用 上 述 方法 时 必须 先 求 出 Green KA. 有 时 这 并 不 容易 做 到 . 下 面 介绍 
一 种 方法 直接 从 微分 算 子 本 身 来 估计 最 小 特征 值 . 
设 工 为 正则 微分 算 子 , 且 标准 正 交 的 特征 函数 {w } 构成 H 中 的 完备 系 . 


SEH, S= D Soppa LLS E H, M LE = D An pa) pa? 
n=1 - n=1 


e° 1 
A| (f,o,) 12 ]2 
ILAI = kia Pe (8. 10) 
IsI = : 
> | (f, e.) |? 
n=l 
设 工 为 正 算 子 , Hi 为 它 的 最 小 特征 值 . 由 (8. 10) 
ILF] 
IT Za 
¿r= p deal 
TUPU fyf Ta 8 
à = | mE ILAN 
于 是 当 f 关 0 时 
ILF] 
得 到 ii 的 一 个 上 界 估 计 , 或 等 价 地 | /| = 1 时 
à < | L/l. (8.12) 


例 2 工 同 例 1. 志 定义 域 中 的 函数 了 必须 使 得 /” e L,[0,1]J B f(0) = 
fO) = 0. 如 
flx) = z<(1— x) 


就 ; 这 个 要 求 . =L, Lf = (O) = 2, 
就 满足 这 个 要 求 . 上 了 | Z f f") 


ILf| = 2. 
Ea = x, AIRC. 11), = < 2,/30, Bi 


1 
4 


x< (120)7, (8. 13) 
与 (8. 7) 一 致 . 
例 3 Lu = 1|— G + Lu], 
T £ 
u(1) = 0. 


这 是 3. 5 节 例 3， 曾 求 出 
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1 1 

K(xz,y) = =< (= — => ). 

考虑 到 此 时 为 L,([0,1],z) 空间 ， 有 
1 
K, z,z) = fy? (z, y)dy = += -4z —+zlnz. 
由 (8. 3)《〈 但 应 考虑 相应 带 权 的 Lz(L0,1]j,z) 空间 ) 
1 

å < [ =K,C,z)dz = 7h. 

#j =a L), Wl 
#1 
1 

. += (19234 = 3.72», (8.14) 


Fhan 3_ 1 
I= [|a az] = 看， 
Lf) = 3. 
从 而 1Lf1= > 2, 并 且 因 和 = 2, 
1 1 
r< (> VZV65)】 一 (270) = 4.05+-. (8. 15) 
回忆 起 jl 满足 
1 
—=)= 0. 
nZ) 


J, G) 的 第 一 个 正 零点 为 = 一 3. 8317…. 

H C8. 14), (8. 15 得 到 r 的 下 界 和 上 界 的 估计 . 若 在 (8. 11) 中 更 好 地 选 
取 f(x) 或 (8. 6) 中 用 更 高 的 n 值 去 近似 pi 以 代替 C8.3), 这 些 估计 可 得 到 进 
一 步 的 改进 . 
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1. 设 天 是 Banach 空 间 上 的 全 连续 算 子 , 证 明 与 K 的 非 零 特征 值 相应 的 
特征 子 空间 必定 是 有 限 维 的 . 

2. 证 明 j 二 0 是 退化 核 的 积分 算 子 的 无 穷 阶 特征 值 . 

3. 设 Kf = PK y Gay, KC, y) e L,[a,b], fa) E LLa,b], 
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证 明 : 

(1) K* 为 开 伴 随 算 子 的 充 要 条 件 是 天 ”对 应 的 核 氏 ” (z,y) = Kyr); 

D K 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 K(x,y) = KCy,z). 

4. Æ Kay) 为 Lz 对 称 核 , 则 对 任意 的 p € 工 ，(CKp,p) 为 实数 . 

5. 设 天 (zyy) 为 Ls 对 称 核 , 证 明 : 

(1) ÆR K, y) 也 是 上 对 称 核 ; 

(2) # K(x,y) £0, NÆR K, (z, y) Z 0; 

(3) # K(x,y) + 253R 432, WER K, ay) 也 不 是 退化 核 . 

6. 设 KK 为 及 上 的 线性 有 界 算 子 , 证 明 | 玫 | = 0 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 
e€ H, Ke = 0. # K J L;[a 5] 上 的 积分 算 子 


Kf = | Kzsy) fG)dy, 


且 核 为 Lz 核 , 则 |K = 0 的 充 要 条 件 为 K(x,y) = 0 ae). 
7. 证 明 下 列 积 分 方程 无 特征 值 : 


d) gl) = af sinz sin 2y p(y) dy; 
(2) eÇ) = :| Csinz sin 2y 十 sin 3z sin 4y)g(y) dy:; 
(3) ga = | Gt — 2 (Ay + 3y)e(y)ds, 
8. 求 下 列 积分 方程 的 特征 值 及 特征 函数 : 
(1) glz) = a [sinz siny p(y)dy; 
(2) ga) = A| 2erexp(y)dy; 
1 
G) çG = A| Gy ti) gdy; 
(4) gl) = al (cosx cos 5y + cos 5x cos y)e(y)dy. 


9. RKS = | KD SO, 其 中 开 Czyy) 为 Lz 对 称 核 . 证 明天 为 退 
化 算 子 的 充 要 条 件 是 KK 仅 有 有 限 个 非 零 特征 值 . 

10. 设 天 为 本 上 的 紧 自 伴 算 子 ，| 天 | 尖 0. 证 明 : 

(1) 存在 | /ol = 1, ARAIKA I= 1} 达 到 其 上 确 界 ; 

D 存在 | /fo1= 1, 使 得 集合 {| CK/,/)| 11f1= 1) 达 到 其 上 确 界 ; 

(3)、 存 在 1 /oj = 1, lgol 二 1, 使 得 集合 {| (Kf ,e1171= lel=1) 
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达到 其 上 确 界 . 

11. 设 K(z,y) 为 Ls 对 称 核 ， 其 非 零 特征 值 集合 完全 系 为 {Ai}《 有 限 或 
可 列 个 ),， 则 

(1) (Am) X K, Croy) 的 特征 值 集合 的 完全 系 ; 

(D # e(z) E n XF K.G, y) 的 任 一 特征 函数 ， 则 g(x) 或 者 为 
K(xz,y) 的 特征 函数 ,或 者 可 表示 为 K(x,y) 两 个 特征 函数 的 线性 组 合 . 

12. 设 开 为 可 分 Hilbert # š] H EW E B AT, u, Z 0, e; AKAR 
征 值 及 相应 特征 函数 . 证 明 对 任何 了 H, AAA 

Kf = 2,00, n> 1 

(车 KK 有 无 穷 个 特征 值 ,， T# 2 348 E JIKA. 

13. 若 天 (zy) = K(y,2z2), K(z,y) Z 0, B 


[IK æy) tay < M <+, 
ab AAR, 则 对 任意 f(x) E Lz[a,5] 有 
K"f = DS gi) gi, n>1 
i=1 


右 端 级 数 是 绝对 一 致 收敛 的 . 
14. 设 KCzyy) 为 Lz 对 称 核 , 则 以 Kz, C(x,y) 为 核 的 积分 算 子 


2 一 
K” f o Koa Ca, y) f(y)dy 


是 正 算 子 . 
15. 设 天 (zyy) 在 0 委 z,y 扫 1 上 连续 旦 为 正 算 子 的 核 ，{A， } 为 其 特征 值 
集合 . 证 明 Fredholm 行列 式 


DQ) = H 0-2) 
16. 求 下 列 微 分 算 子 的 逆 积 分 算 子 ， 并 求 出 其 所 有 特征 值 及 特征 函数 : 
(1) L. =— i", 
u(0) = (1) = 0; 
(2) Lu =— 4", 
(0) + (1) = 0, 
(0) + (1) = 0. 
17. 设 
=— u, 
u(0)—u(l) = 0, 
u (O —u (1) = 0. 
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又 Ho 是 m(z) 王 1 张 成 的 空间 证明 LEHE 上 的 逆 积 分 算 子 的 核 为 
K(z,y) = h-iar) +a y). 
18. Æ L, [0,1]J,z) 上 求 微分 算 子 
1 INF 4 
Lu = 4| — Gu +u], 
uQ) = 0 


的 逆 积 分 算 子 . 
19. 证 明 微分 算 子 
1 


-了 上 |- IN? 1 
Lu = L| (zu!) +u]. 
huD tu (Q) = 0 


3 h2>—1BW8 NES, h<l HESA- AA. 
提示 : 考虑 比较 算 子 


L = If dl 
Lu = "Í (zu ) +], 
GQ) = 0. 
20. 用 Hilbert-Schmidt 展开 定理 求 下 列 方 程 的 解 : 
D paf z zp dy = fa); 


(2) g) -af sinz< cosz> @(y)dy = 3; 
2 [: x 
(3) glr) 一 afar (1— z> )@(y)dy = cos TTS 


4 -af dy = cos 2 
(4) go) afz (y)dy = cos 7T 
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前 面 几 章 基本 上 介绍 第 二 种 方程 的 理论 , 对 第 一 种 方程 只 在 个 别 地 方 论 
K. 本 章 将 介绍 第 一 种 方程 的 基本 知识 , 先 介绍 F- 工 方程 , 然后 介绍 V- 工 方 
程 , 并 且 均 限 在 线性 方程 的 范围 内 讨论 . 


4.1 F- JEME 


考虑 线性 已 工 方程 
| Kray dy = f(z), (1.1) 


其 中 A), Ky) € Ls， a,b 有限 或 无 限 , 并 在 L, PRERA RH g Co). 
方程 (1. D 可 解 性 的 讨论 一 般 比 较 复杂 ,下 面 先 举 出 一 些 实例 说 明 . 


例 1 f cos(z — y) p(y)dy = &. 
令 
A=[" cos y p(y) dy, B=|" sin y p(y)dy, (1.2) 


则 方程 可 写 为 
A cosx + Bsinz = ez, 
其 中 , A,B 为 二 常数 . 令 z= 0,x 时 , HAASI RA= e, 矛盾. 故 原 方 
程 无 解 . 


例 2 r cos(x — y) p(y)dy = cosz+ sinz, 


A cos z + Bsinz = cosx + sinz, 


其 中 A,B 同上 例 . 由 此 可 见 ， 
A= [° cosyeGDdy = 1, (1.3) 


B= |° sinyo = 1. (1.4) 
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故 令 g(x) = acosZz 十 psinz 代 和 人 上 式 得 a = b = L, 


p(z) = 二 (cosz 十 sinz) 
为 解 . 但 我 们 注意 , 若 令 


plr) = ag + > (ancos nz + b,slnza), 


n=? 
JI 
|" costz — y) yy)dy = 0. 
这 就 是 说 齐 次 方程 有 无 穷 个 解 ， 且 解 空间 是 无 穷 维 的 . 故 原 方程 的 一 般 解 为 
plr) = (z) + go Ca). 

或 者 这 样 来 看 ; 由 (1. 3) 及 (1. 4) 看 出 , 只 能 确定 p(x) 的 两 个 Fourier 系 
数 al Mb 而 其 余 的 系数 可 任意 . 故 方程 的 解 空间 是 无 穷 维 的 . 

显然 , EC. D 的 相应 齐 次 方程 仅 有 零 解 , 则 (1. D 如 有 解 ， 必定 唯一 . 
读者 可 举 出 例子 说 明 齐 次 方程 的 解 空 间 为 有 限 维 的 情形 ( 维 数 一 0 K n> 
1). 不 难 证 明 , Key) 为 退化 核 时 , 齐 次 方程 的 解 空间 一 定 是 无 穷 维 的 . 但 
如 果 对 解 的 表达 式 作出 一 定 限制 时 ， 有 时 也 只 能 有 唯一 解 

例 3 设 

K(xz,y) 一 ya cab (y), 
， iSl 

其 中 al) ,bi(y) € L.La,b], 上 且 {a;(z)) 及 {b;(y)) 分 别 线性 无 关 . 

HERC. D 有 解 ， 则 

fz) 一 oo Ody = S faila) . (1.5) 
i=1 a i=l 
其 中 
b 
Í: = | bwWey dy 

特别 地 ,我 们 来 求 形 如 


ga) = 2 g; b; G) (1.6) 
j=1 : 


的 解 ( 当 然 解 不 一 定 是 这 种 形式 , 不 过 这 里 只 求 这 种 形式 的 解 ). 将 (1.5)， 
(1.6) RAG. D 并 注意 到 ai (zx) 线性 无 关 , 得 到 


S Big; = f i=1,2.n. 
j=l 


FI 方程 概述 E 


其 中 
b — — 
B; = [b DODdy. (1.7) 
我 们 可 以 证 明 deth) 天 0， 从 而 唯一 地 决定 gj RAA. 6), 于 是 获得 原 方 
程 形 如 (1. 6) 的 唯一 解 . 
至 于 这 行列 式 不 为 零 可 以 这 样 证 明 : BJ b C) 线性 无 关 , 将 其 标准 正 交 
化 为 p:i), 这 时 5;(z) 可 用 o; (z) 线性 表示 , 反之 亦 然 . 设 - 
b, (>) = Dajejo 
j=l 
则 detA = det(a;) Æ 0, - 
B; = CD; ,0;) 一 Dan ag? 
k=1 
故 det(B; ) = | detA}? > 0. 
对 于 一 般 形 式 的 方程 (1. 1), 可 如 下 法 转化 为 对 称 核 的 第 一 种 方程 . 令 
Kg = | Kr wg)dy, K*g = | KO ze(ydy, 
则 (1. 1) 成 为 


Kg = f. (1.8) 
两 边 用 K* 作用 , 得 
K* Kg = K* f. 
$ K, = K* K, F = K* f, 则 得 对 称 核 方程 
Kg = F, (1. 9) 
其 中 
Ki y) 一 | KO AIK,y) dz, (1.10) 
而 且 


FE Ki) 2 az dy 
<| | |K(z,z) |` dz dz 。 | |K(z,y)|2 dz dy 


_ (| IK Gr, y) 2 dz dy). <+ o, 


Bp Ki (m,y) 是 L, 的 对 称 核 . 

从 上 看 到 , 若 (1.1) 有 解 , 则 必 为 (1. 9) 的 解 ; 反之 不 一 定 . 但 可 从 (1. 9) 
求 得 解 后 代 回 (1. 1) 检验 , 便 知 是 否 为 (1. 1) 的 解 . 

方程 (1. 9) 虽 可 用 3.4 节 中 3. 4.2 段 的 方法 来 处 理 , 但 一 般 说 来 特征 值 和 
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特征 函数 并 不 容易 求 出 , 因此 我 们 还 要 作 新 的 探索 . 例如, 我 们 可 用 逐次 通 
近 法 求解 为 此 我 们 要 建立 起 新 的 特征 理论 . 


4,2 特征 值 存在 定理 


定义 4.2.1 设 对 某 复 数 4, 存在 同时 不 恒 为 零 的 函数 g(x) 和 ylzx) 使 得 
p=AKy, 
y=AK"* oy, 
则 称 4 为 方程 (1. D 的 特征 值 , 而 g(x) ,ylx) 称 为 相应 于 4 的 相伴 特征 函数 
显然 4 二 0 不 可 能 为 (1. D 的 特征 值 , 下 面 的 定理 可 以 证 明 4 必 为 实数 . 
因而 我 们 不 妨 认 为 人 之 0, 相反 的 情形 只 须 将 (2. D 中 的 gC) 改作 一 yz). 
可 以 证 明 ， 当 核 为 对 称 核 时 , 定义 中 的 (2.1) 可 简化 并 且 等 价 为 一 个 方程 
p=AKy. (2. 2) 
FXE, 34 K(z,y) 对 称 时 , 则 K* = K, 令 y = e, 于 是 形式 (2. 2) 可 写 为 
(2.1). RZ, 设 (2.1) R, 则 得 
p=AKQKg) = XK’y, (2.3) 


(2. 1) 


或 即 
(I+AK)G(I—2K)e= 0, e=0. (2. 4) 
如 (一 AK)gp 二 0, 则 (2.2) 已 成 立 ; 车 gi = (I—AK)e= 0, M o Kp 
(2.2) 也 成 立 ( 其 中 4 改写 为 一 4, 9 改写 为 p91). 
下 面 是 方程 (1. D 的 特征 值 存在 定理 . 


定理 4.2.1 设 K(z,y) € L,[a,b], a;6 有 限 或 无 限 ， 则 方程 (1. 1) 存在 着 一 
组 正 特 征 值 {A;)， 
0 
及 标准 正 交 的 相伴 特征 函数 对 {gp;,y;}. 


证 我 们 这 样 来 分 析 : 首先 设 定理 成 立 ， 即 存在 着 4; 及 9;,y;, 分 别 为 
(1.1) 的 特征 值 及 相伴 特征 函数 对 . 由 (2. 1)， 
pi = ÀK * g; = AK * KY) = AK i, 《2. 5) 
这 里 仍 记 Ki = K* K, 又 
pi = AKY: = AK QK * p) = AK,g;, (2. 6) 
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其 中 记 Ks = KK *. 对 应 的 核 为 
K; (x,y) = r K (zx,z) K(y,z)dz. 


它 也 是 对 称 的 L 核 . (2. 5) , (2. 6) HA ,yi KAF ,gi 分 别 为 紧 自 伴 算 子 K;， 
K, 的 特征 值 和 特征 函数 , 也 就 是 说 (1. 1) 的 特征 值 和 特征 函数 对 可 以 从 紧 自 
FAT Ki , K; 的 特征 值 及 特征 函数 完全 组 中 去 寻找 , 这 种 找 法 不 可 能 会 有 
遗漏 ， 若 能 证 明 这 样 找到 的 4;,g; 2 PPW (2.1), MM (A) 及 {gi ,yi) 就 构成 
了 方程 (1. 1) 特征 值 及 特征 函数 对 的 完全 组 . 
下 面具 体 证 明 本 定理 . 
(1) R KiK: 的 特征 值 及 特征 函数 . 注意 到 ， 
K, =K*K, K,=KK*, 
由 推论 3. 6. 1 至 推论 3. 6.3 知 Ki,K; 为 正 算 子 ( 必 自 伴 且 特征 值 为 正 ) KE 
F. 又 由 3. 2 节 特 征 值 存在 定理 知 ， 天 1 ,Ks 缘 存 在 特征 值 及 特征 函数 . 可 设 
M, i G) E ph gi C) 分 别 为 Ki1,K 的 特征 值 及 标准 正 交 的 特征 函数 的 完全 
组 . 不 过 这 样 做 就 有 一 个 问题 : (2) 是 否 和 { 必 ) 相同 ? 为 了 绕 过 这 一 困难 ， 
我 们 进行 如 下 : 
首先 , RA D) 为 算 子 Ki 的 特征 值 及 正 交 标准 特征 函数 的 完全 
组 ， 即 
b= XK ifi- (2. 7) 
再 令 
Qi = AKy. (2. 8) 
我 们 将 证 明 这 样 求 得 的 2;) (不 妨 设 > 0) 及 {gi ,yi) 构成 方程 (1. D 的 特征 
从 及 标准 正 交 特 征 函数 对 的 完全 组 为 此 我 们 先 来 证 明 (2). 
(2) 这 样 求 得 的 (xX?) Ko C) 是 算 子 K, 的 特征 值 及 标准 正 交 特 征 函 
数 的 完全 组 . 因为 由 (2. 8), (2. 7)， 
pi = A:Kgpi =K OFK i) = MKK* QiKYi) = AiK ofi. 
RRA p MAK: 的 特征 值 及 特征 函数 . 今 证 明 其 完全 性 . 为 此 只 须 证 明 若 
k; 有 特征 值 和 及 特征 函数 Po» Rp 
po = A K; po (2.9) 
则 必 存 在 着 yo 关 0 使 得 内 满足 
=AiKigo, H. go = NKyo 
即 可 . 因为 这 事实 上 说 明 K, 的 任何 特征 值 及 特征 函数 都 可 以 从 Ki 的 完全 组 
(3) ,4y;) 通过 (2. 8) Rie) 而 得 到 . 
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我 们 这 样 来 作 内， € 
yo = Ào K " go. 
BR p £0, 且 由 上 式 及 (2.9), 有 
而 一 MK AK2) = MK* KOQoK’* go) = A Ki yo. 
于 是 
po 一 MKepo = ASKK * po = àK Ao K* go) = ho Kyo. 
这 就 证 实 了 (2) 的 断言 . . 
D 最 后 我 们 证 明 这 样 得 到 的 (2;), pop 是 方程 (1. D 的 特征 值 及 特 
征 函 数 对 的 完全 组 . 根据 我 们 开始 的 分 村 ， RENER: Apipi 满足 (2.1) 即 
可 . 而 (2. 8) 本 身 表明 满足 (2. 1) 中 的 第 一 式 . 故 只 须 证 (2. 1) 中 第 二 式 成 立 . 
事实 上 , 由 (2.7),(2. 8)， 
b= AK* Ky = AK* Ky) = à,K * g;. E 


4.3 展开 定理 、 可 解 条 件 


本 节 及 下 节 均 设 (4;} Ripp AA. D 的 特征 值 及 标准 正 交 特征 函数 对 
的 完全 组 . 若 无 附 加 说 明 , H Ka, y) € L,, 积分 限 a,b 为 有 限 或 无 限 . 


定理 4.3.1 ga) € L,[a,5], A) f = Kg 在 平均 收 笋 意义 下 可 展 成 


fO) = Dagia, a; = (frg). (3.1) 
n 2 n 
|s- Lagh = 1 Y la? 
i=l i=] 


Í 


= || Kg |2— X Ig]? 
i=1 

= (Kig,g)— 27 (Kgg) [2 
iz] 


= D klel 22 kiego, 


i1 À i=l 


又 由 Bessel 不 等 式 ， 
Dp = DeK l= Dew < 1712. 


i=] ^i 


MERX n — ceo NETE. Ë 
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推论 假设 a,b 有限, g € L,, B 
[IK <e, (3. 2) 
则 (3. 1) 绝对 一 致 收敛 . 

证 由 定理 知 (2.1) 平均 收敛 , 现 只 须 证 m > n, nm — co Bf, 

È lapi XF z AFEN. 事实 上 ， 
(llaq Dl) < Yala $ PE, 
由 (2. 1) 及 Bessel KER, E E | 
> laL < fiK lay <M, 


Dalal? = DR Gel = 27 1Cg,0)12 < lgl’, 
= i=1 i=] 
故 m,n 充分 大 时 ， 2 laip: G) | < Me. . E 


定理 4.3.2 f) € L,[a,b], WE) =K* f # + EJ 1k Sk £ 3 F sJ Jk 29 


FG) = $C: Gy, C, = (F,y). (3. 3) 
i=l 


证 明 类 似 于 定理 4. 3. 1. 


推论 假设 a,5 有 限 ,，f € Ls, 且 
P Kæ) tar < M, (3. 4) 

则 级 数 (3. 3) £ *F— #t 1k k. 

证 明 类 似 于 定理 4. 3. 1 的 推论 . 


当 天 (zyy) Ear, y [Sb EER, asb 有 限时 ， 则 (3. 1), (3. 2) 皆 为 绝 
对 一 致 收敛 . 


定理 4.3.3 (Picard) 当 {gi) 为 完全 系 时 , 方程 (1.1) 可 解 的 必要 充分 条 件 
是 级 数 
Doa? 1a;l? (3. 5) 
i=] 
14k, 其 中 a; 一 (f ,9i). 
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证 ”必要 性 . E g E L,, 使 /二 Kg, WJ 
(gpi) = (g,À,;K * oi) = A, (Kg ,qi) = A(f,9i) = À;a;. 
由 Bessel 不 等 式 
Daf la;l? < lg || 2 <+ 
;=1 


知 (3. 5) 收敛 . 
充分 性 . 由 于 (3. 5) 收敛 , 根据 Riesz-Fischer 定理 了 ?, 必 存 在 g € Lz, 使 


得 g = D Aa is E 
i=1 . 


a| 5 => 
现 证 g 就 是 (1. 1) 的 解 . S 
g= f — Kg. 
RINE p = 0, RAlo) 的 完全 性 只 须 证 (p,wm) = 0, i 二 1,2,… 事实 上 ， 
(@,@;) 一 (f— Kg ,gp:) 一 (Cf,9i) 一 (Kg ,Pi) 
1 1 < 
= a; T (g. 6) = a; 一 元 ( > ai; pi) 
i i j=l] 
=a; —a; = 0. " 


定理 4.3.4 Z f € L,[a,b], + 


gn = > Aa his a; = (f @;). (3.6) 
i=l 


则 

(1) 当 且 仅 当 {gi;) 关于 /是 完备 时 ( 即 指 (gi) 关于 的 Parseval 等 式 成 
3), Kš, PIKET f Ga); 

(2) 当 方 程 (1. 1) 的 解 存 在 时 ，Kg， 平均 收敛 于 f C). 


证 Kg 一 DiasKy; 一 Sl aipi» 
i=1 i=1 


| f- Kğ, l? = 1 一 六 al: 
;=1 
ERK n — ce 时 趋 于 零 的 充 要 条 件 为 


@ 见 夏 道 行 等 编 《 实 变 函 数论 与 泛 函 分 析 ) 下 册 , 第 二 版 , 高 等 教育 出 版 社 ，1985 
年 , 第 291 页 . 
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IFI = 2 lal’, 
这 就 证 明了 结论 (1). 
HFE. D FER gE Lab] BI Kg = fit, 则 由 定理 4.3.1, Kg， 
FHKAF A(z)、 这 就 得 到 结论 (2). I 
注 在 定理 的 情况 (2) 中 , #ab 有限 , AG. 2) 成 立 , 则 由 定理 4. 3. 1， 
Kë, 一 致 收敛 于 f Ga). 


定理 4.3.5 设 g(z) € L,[a,5], 并 且 方 程 (1. 1) 的 解 存 在 ， 则 
(1) 当 且 仅 当 {g(x)) 关于 g(x) 完备 时 , Z, Ca) 平均 收 化 于 glr); 
(2) 当 g = K*h, h € LzLa,b] 时 ， gn (z) 平均 收敛 于 gl). 


证 lgl? 


[30 -sal 
i=1 


lgl? + 5 la; |? 一 Daa; C 8) 
i=1 i=l 


| 


一 > 
当 (1. D A g € L,[a,b] 时 
a; = (figi) = (Kg,g,) = LO). 
代入 上 式 有 


lng l? = lgl? — $a lal. 
i=] 
上 式 当 ?~> co 时 趋 于 零 当 日 仅 当 {y;) 对 g 的 Parseval 等 式 成 立 . 
特别 , g= 天 “天 时 ， 由 定理 4. 3. 2 知 , Z, (z) 平均 收敛 于 gC). " 


注 EC) 中 a,5 有 限 , H 03.4) 成 立 , 则 由 定理 4. 3. 2 的 推论 知 , Z, (x) 
一 致 收敛 于 gl). 


4.4 收 全 性 定理 


假定 方程 (1. 1) 有 解 ， 我 们 作 和 迭代 序列 
BCZ) = grma 2) HFC) 一 天 8 1， 7 一 1 2 …， (4.1) 
其 中 F(z) = K* f, Ki 一 K* K. 对 于 任意 取 的 初 值 go CX) €E L;[a.b], 
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g, Ga) 是 否 平均 收敛 ? 且 是 否 平均 收敛 于 (1. 1) 的 解 g(x)? 本 节 专 门 讨论 这 


一 问题 . 
引 理 4.4.1 go € L,La,b], 则 (4.1) 中 的 g, TBA 
gr = a +I (F Ki), n=1,2,.. 


Yn = £, — Era’ 
则 
En rn + gr = r, Frm + g,— = oee = Yri + go. 
i=1 


以 下 来 求 7;. 由 (4. 1), (4. 3) ， 
r, = F—Kig,-1 ° r,—1 = F— Kig. 
两 式 相 减 ， 又 由 (4. 3), 


r, Tel =— K; (gl — Er) =— Kirm. 


于 是 
r, = r Rr = U— Kira = UK) r, = 
= (U-K rn = UK) Ce — go) 
= (1— Ki) (F— Ki go). 
代入 (4. 4)， 


En = g + 2, (1— Ki) 1(F— Kg) 
i=] 
了 一 (一 天 1)2 
K, 


= go + (F— Kigo). 


(4. 2) 


(4. 3) 


(4. 4) 


5188 4.4.2  F,G) 一 Kigns f, G) = Kg,, Can = [ Fen (xz)dz， 则 


Ca = (Pas) = Z Smp) 一 让 (eg 


证 因为 


Cin = (Fis) = (K* Knip) = Cf, Ke.) = Enpi) 


= 1 * o) = 1 | 
2; (g, K pi) y Enpo). 


同 理 , Æ F = Kig, f = Kg, * C, = (F,y), WE 


(4. 5) 
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G = Fg) = Erg) = Geh). 


引 理 4.4.3 在 平均 收敛 意 义 下 
F, = Cingi, 
1 


又 车 ho € L,[a,b], K go = K* ho 则 有 
gn 一 DAC anpi 
一 1 


证 ”由 定理 4. 3. 1 及 (4. 5) 有 展 式 


Sa = Kg, 一 > (fa » @; )@; = > AC; @i. 
i=1 1=1 
由 定理 3. 3. 1 有 展 式 


F, = Kig, = 2 Fag = 27 Cingi- 
最 后 取 go = K* hos ho € Lz, 则 由 (4. 1)， 
gi = go tF— Kigo = K* ho + K* f—K* Kgo 
= K* (ç + f — fo) = K* h. 
A hos f. fo = Kgo WEF L.,[a,b], 于 是 
h = h + f— fo €EL,g1 € L;La,b]. 
一 般 地 可 归纳 得 到 


g, = K* hsh, = hri + f— fo E Lz, n= 1,2, 


由 定理 4. 3. 2 及 (4.5) 有 展 式 


g, = K*h, = >1 (g, gp = D Cangi 
i=1 i=1 


(4. 6) 


(4. 9) 


读者 可 自行 证 明 , 假设 a,5 有 限 , 若 附 加 条 件 (3. 2) 时 ， 则 (4. 8) 为 绝对 


一 致 收敛 . 若 有 附加 条 件 (3. 4) 时 ， 则 (4. 7) ,C4. 9) 为 绝对 一 致 收敛 


| |K (r, y) |° dx dy < 2. 


引 理 4.4.4 C, .C; 同 前 ,， 则 


(4.10) 


Cin — G; = pi (Cio — CG)， 


其 中 


1 
= 13 


而 且 | |<1, Hit > pi> E limy; =], 


证 ”关键 是 证 明 (4. 11). 现在 对 (4. 1) 两 边关 于 y 作 内 积 
(g, fi) = (gn rpi) + CF,4,) —(Kig,-1 sg) 
= (F, g) + (1-3) em ,i) 
= (F, g) F pu (Bm gp) 
= (Frp) +u, ((F,¿;) 十 Cg ,@;)) 
一 Esp A -F p) + pt (gn_2 sgi) = 


= (F,y;) A + He 十 Ar) Ñ+ gos) 


= [3⁄4 TEs gpi) Helgo). 
由 (4. 5) ， 上 式 为 
NC = A — 2) C; + IC, 22. 
由 此 就 立即 得 到 (4. 11). 
由 (2. 1) 及 Bessel 1 不 等 式 ， 对 [a;5] 上 几乎 处 处 的 zx, 有 


Di <f |K(z,y) |Z dy. 
1 a 


i 二 


逐 项 积分 , 得 


<a <> l< p IK (z,y) |? dy dz < 2. 
故 
| 


-1<%=1- 计 <1. 


H A; SÇ Aga B. lima; 一 十 co 得 ji Sum 及 limy; = 1. 


引 理 4. 4.5 lim >) |C, —C,|2 = 
| 


lim D |C;, — G; |2 = 0. 
n> i=] . 
若 方程 (1.1) 的 解 存 在 ， 则 
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lim DA [Cn — C;|2 = 0. (4.15) 
n° j=] 


证 (1) Fo —F= Kg K* f, fE Lz, £0 € Lz. 由 引 理 4. 4.3 及 定 
理 4. 3. 2, 在 平均 收敛 意义 下 有 


Fo = > Co 内， F= D Cipio 
i=0 i=l 


及 
Fo — F = X (Co — Cw. 
由 Parseval 等 式 ， = 
Xc, =G? = | Fẹ — F ||? <+ 00, 
由 引 理 444， 


X) lCa — Cl = DlCio G], (4.16) 
i=1 i=1 
| Cin — C, |2 < | Cao — G; ]2. 

以 石 端 为 通 项 的 级 数 的 收敛 性 可 推出 级 数 (4. 16) 关于 了 一 致 收敛 ; 在 (4. 16) 
两 边 令 n—> ce 取 极 限 , 便 得 (4. 13). 

(D B fo = Kgo, 由 引 理 4.4.3， 

fo 一 24iCiog;， (平均 收敛 ) 
i=1 
而 对 了 只 能 有 
f~ DAC. 
i=] 
”上 上 式 右 端 为 左 端 函数 的 Fourier 级 数 ， 因 而 关于 fo — f = Kgo 一 上 有 
fo 一 卫 一 DAi(Cio — Ci) 9;. 
i=1 
由 Bessel 不 等 式 ， 
2122 |Cio -cl < lifo — f || 2 一 十 co. 
i=] 
又 有 
a? IC;, =C; | = a? læ? (C;o —C;) |? < A |Cio —C: [2， 

按照 (1) 中 类 似 的 推理 , 得 (4. 14). 

D 方程 (1.1) 有 解 时 , 存在 着 g € Lz[La,bj, 使 /二 Kg. 由 定理 4.3.1， 
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一 > (f. 0 )@; 一 ZCipe. 


ÀC, = (fsg) = (Kgg) = Egg)» 
故 
Ceg) = 22C;. 
又 因 £, = Kgo， 同样 可 得 (go ,yi) 二 XCio. 于 是 


Zo TE ~ DA (Co — Cpi. 


i=1 


由 Bessel 不 等 式 ， 


Sat lCo — C, l? < l g— g l? <+. 


i=l 


同 (1) 中 类 似 推理 , 使 得 (4. 15). | 
定理 4.4.1 F, = Kig, PAKAT F. 
证 由 引 理 4.4. 3 及 定理 4.3.2, 有 
Kig = D Capir F= Ñ Cy, 


故 由 (4. 13), 
| Kiga Fi? = 211C, —C,|2 -> 0, n — cO, ü 


i=] 


定理 4.4.2 (1) ARX (e) 关于 了 完备 时 ，Kg,， = f, 平均 收敛 于 了 . 
D 当 方程 (1.1) TR, fa PAFS. 


证 由 引 理 4.4.3, f, = Kg, = DAC anpi f ~ DAC» 
i=] i 二 1] 


| 


l Kga — S1? = 11+ ER Canl? — Kgn D) — (Kg,, D 
. Oo is} 


aka 2 1Ca | 一 22, (@ P — >C, (@; P) 


I 


Kaka > [Ca l? - Dc Ci 一 Xc, 


= XA lCa -G| — DACI IIe. 
=1 


1 


Uy 
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n— eo 时 , 由 (4. 14)， 右 端 第 一 项 趋 于 零 . 为 要 上 式 趋 零 须 且 只 须 


I 2 = DiC? | (4.17) 
这 就 得 到 (1). T | 
当 (1.1) 可 解 时 ,由 定理 4. 3. 1， 太 可 在 平均 收敛 意义 下 展开 为 
r= Yace, 
从 而 (4. 17) RZ, 由 (1) 知 (2) 成 立 . E 


定理 4.4.3 设 方程 (1. 1) 的 解 g 存在 , E. go = K” ho, ho € Lz[a,b]. 
D #B/A3I06)3Tg REAR, g, 平均 收效 于 g. 
(2) #g=K*h, hE LLa,bj, 则 En 平均 收敛 于 8g. 


证 当 (1.1) 有 解 时 , E g 的 Fourier 级 数 : 
g~ DCi. 
i=] 


又 由 引 理 4. 4.3 有 展 式 g, = 2A Cingi- 故 


je 一 gl = igl? + Dat ICa l — MCm Ci — ZA C; C 


= Di Ca -G1 — DAC? el 


由 (4. 15), ERTI n> o MATE, 所 以 上 式 趋 于 零 当 目 仅 当 (y) 关 
于 g 完备 , 故 得 (1). 
X g = K*h, h€ L,[a,b] it, 由 定理 4.3.2 有 展 式 


8 一 SC bi. 
i=1 
KERE) 关于 g 完备 . 由 (1) 得 (2). 


最 后 , 我 们 回 到 (4. 1), 假设 f € L: Kay) € Lz: EDEA. 1) 的 解 
存在 . 任 取 h € L,, 取 初 值 近似 值 
go = K* ho. 
Eip) 关于 g 完备 时 或 方程 K*h = g 有 解 时 ， 由 定理 4. 4. 3， 
|z,—zgl| — 0, n=. 
由 定理 4. 4. 1， 
| Fa — FI = || Kig, — Fil — 0. 
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因 Ki 为 连续 算 子 , 故 当 g, 一 g 时 必 有 
Kiga > Kig =F. 
这 表明 g 为 方程 (1. 9) 的 解 . 而 且 此 时 z 必 为 (1. D 的 解 ， 因 为 由 定理 4.4.2 
(2), 
| Kg, — f | —> 0, 
H K 的 连续 性 , 在 Kg, = f, PARRA Kg = f. 


4.5 EZZ., 2 — 3š if ;E 


fE F Wimirikrh, 要 求 (1. 1) 可 解 , H K* h= g 也 有 解 (或 至 少 {g;} 对 g 
完备 ). KERETA. 如 果 对 核 K(z,y) 作 一 些 限 制 ， 比 如 下 面 要 
讲 的 正 算 子 的 核 的 情况 , WRA. 1) 有 解 ， 就 可 采用 别 的 到 近 法 . 

定义 4.5.1 设 K(zx,y) € L.,L[a,b], 对 任意 pE L,[a,b], asb ARE 
无 限 , p 夭 0 时 有 

(Kgg) > 0 (5. 1) 
((Kgp,9) <0), 
则 称 K(z,y) 为 正 ( 负 ) 定 核 . 


推论 4.5.1 K(z,y) AECA) 定 核 ， 必 为 对 称 核 . 


推论 4.5.2 正 核 ( 即 正 算 子 的 核 )K(x,y) 为 正定 核 的 充 要 条 件 是 {g;) 为 完 
DR, 其 中 (gi) 是 紧 自 伴 算 子 KK 的 非 零 特征 值 对 应 的 标准 正 交 特征 函 
数 集合 . 


证 ”由 定理 3. 3. 1 及 定理 3. 3. 2， 


(Keep) = >) u (ee) |2. (5. 2) 


k=1 

Bip) E, MEg) 二 0, i 二 1,2,…, 就 有 ?一 0. 对 于 任意 e > 

0, ç € Lz, 这 时 必 有 
(Kep) > 0. 

BEA Kop, p) =0, 由 (5. 2), (ppi) =0, 从 而 p = 0, FJA. 

反之 , 若 对 任何 p 尖 0, e€ L, 8 (5.1), Mig) 必定 是 完全 的 . 若 不 然 ， 
则 必 存 在 着 qo > 0, 使 

(ær) = 0, 1= 1,2,. 
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因而 


°° 2 
(Kpop) = J. K nel — 0. 
r=] 


与 (5. 1) 矛盾 . | 
注意 推论 4. 5. 2 中 的 正 核 是 指正 算 子 的 核 , 而 不 是 说 核 本 身 一 定 取 正 
值 . 为 区 别 起 见 , 后 者 称 为 正 值 核 . 


定理 4.5.1 设 K(z,y) E Ll, AEZ, fE L,[a,b], 又 设 方程 (1.1) 的 解 
存在 ， 则 由 
g, = Ena FAC — fai) (5.3) 
确定 的 迭代 序列 平均 收 化 于 方程 (1. 1) 的 解 , 其 中 fri = Kg, + go € 
Lalab] TERAZ, O< àA <À, À 为 方程 (1. 1) 的 最 小 正 特征 值 . 


证 设 g(x) 为 (1.1) 的 解 , 令 
ua (£) = g, (x) — g(x). (5.4) 
则 由 (5. 3),(5. 4)， 
En — Bel F Un wl SA — fra) =ARK(g— grmi) =—AKu,—1- 
于 是 
Un = Up —AKu, 1: 


两 边 与 Pi AER, 并 记 ain = Cu, ,9i)， 则 


— ` — À 
Qin = Qir — À (Ku, 1 @;) = aima Ty imm 
t 


= (1—2 Jeina = = (1-2 Vaio. 


2 
+ 


osi- <1. (5. 52 


由 推论 4.5.2, (oi) WAAR, He Parseval 等 式 成 立 , 即 
oo oo 2n 
| Un l= X leal = > (1— 2) lajo |, n= 0,1,2, (5.6) 
i=1 i=1 i/ 
当 n= 二 0 时 有 


| uo |l = > [ao |°. 
i=1 
上 式 表 明 , 对 任何 s > 0, 存在 着 正 整数 M > 0, 使 得 
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> laiol? <5 
i=M 
由 于 (5.5), 对 这 个 M Re, HERZ N > 0, n> N BFF 


于 是 由 (5. 6) 有 
M-1 oo 
hal?= (D+ >) lal 
i=1 i=M 
M- A °° 
< 1—2) laio l? + > lail? <e. 
. . i=1 i 这 AM 
由 (5.4), 此 即 |z— z, 一 0. 
例 8 F-I 38 
F sinza cosx gly)dy = z=- 
解 ” 原 方程 可 写 为 


si dy 十 sinz |“ dy = z- Z 
cosz | siny po) yy 十 sin 工 [eosy çG y 二 一 地 
假设 方程 有 解 ,微分 得 


— sinz [sn ge(y2)dy + cosx F cosy ge(y)dy = 1 一 三 . 


(5.7) 


(5.8) 


在 (5. 7) 两 端 用 xz 二 0 代入 时 , EARNE, WGS 与 (5.7) 等 价 . 再 微分 


(5. 8) 得 


一 cosz | siny gp(y)dy 一 sinz | cosy ge(y)dy— glz) = 一 过. (5. 9) 
又 因 (5. 8) ARA T= r RAEE, 故 (5. 9) 与 (5. 8) 从 而 与 (5. 7) 等 价 . 利 


用 原 式 ， 有 
=l 
PCZ) = 元 x+ Zz? 
代 人 原 方程 验证 确 系 原 方程 之 解 . 由 等 价 性 可 知 解 还 是 唯一 的 . 


4.6 V-I ZÆ 


考虑 V-I 方程 
E Ka, y)e(y)dy = fz) 


(6.1) 


B 


V-I 方程 REWSq-— —— 1165 


的 求解 问题 . 

1. 微分 法 : 

首先 看 出 f(0) = 0. 设 K(zx,y),f《z) 对 zx 可 微 , 满足 积分 号 下 求 导 的 条 
件 , 则 


K(z,z)e(zx) +f aKo Cy) dy = f(x). (6.2) 
又 设 K(m,xz) = 0, mij 
z K ; 
gx) + o a DI y)dy = MON (6.3) 


若 新 方程 的 核 为 Lz 核 , 且 右 端 亦 属于 L[0,1], 则 (6. 3) 有 唯一 解 . 注意 
(6.3) 与 (6. 1) 等 价 ， 从 而 原 方程 有 唯一 解 . 
2. 积分 法 


< 


vw = [pody (6.4) 
代入 (6. 1), 分 部 积分 , 得 
Klat) Yz) -| 2 Kla, y (y) dy = f(z). 
0 3y 
i K(z,z) Z 0, 


z K,(z, y) f e) 
— 
PCr) 一 KG W(y)dy = RC: (6.5) 


若 (6. 5) 中 积分 核 为 Ls 核 , 且 右 端 属于 Lz[a,5]， 则 原 方程 有 唯一 解 . 
例 解 方程 


[eosalz—») p(y)dy = sinar. 
解 “” 因 sinaz |,_。 一 0, 故 原 方程 等 价 于 求 导 后 的 方程 
çG) — af sinalz — y) p(y)dy 一 acosar. 
要 使 方程 有 解 必 须 pO =a 再 求 导 , 得 等 价 方程 
ZG) = a|"cosa Ce — y) pdy—alsinar = 0. 


故 p(x) 为 常数 ， 又 P(0) = a, 于 是 glx) = a. 经 验证 , 确 为 原 方程 的 解 ， 且 
为 唯一 解 ， 

3. Abel 方程 

这 里 指 形 如 


T O) dy= f(r), 0<a<l 
0 (z — y2° 
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的 方程 .上面 两 种 方法 均 失 效 . 因 z = y 时 方程 的 核 无 意义 . 将 方程 写成 


E 2) dy = f(z). 
0 (z — y) 


H 1/2 RERA M, 0 < 8< 1, 并 积分 , 得 


z dz * poy) 1 F f(z) 
j (z—z)ËJo ye f; eg 


或 即 


e ee 


y G: — 2)B (z — y)” = yi 
在 左 端 内 层 积 分 中 , 令 z = y+ (z — y)u, 44 


N dz — 1 | du 
y (Tz— zz— y) (ry) lo ue (1 — ws 


_ 1 rd-wvra-p 
(一 Js 下 (2 一 xc 一 及 ` 


j go) dy = r~a- E fO) q 
° Gy T IDIA G— 5 dy. 


& g= 1 一 a， 则 有 
z ra) fy) 
Roody = rol 


Fa) P(1—a)Jo (z — yr d 
— Sinan f(y) 


z Jo GOE dy. 
如 果 右 端 导数 存在 , 则 


— sinar d [z _ fQ) 
gG) ri if (一 y) l—a dy. 
特别 , 当 一 + 时 , ARE 


p(x) 一 1 Laf — O dy. 
(z— y)? 
这 种 情况 1823 年 Abel 在 求解 关于 等 时 降落 轨迹 的 问题 中 就 探讨 过 
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2. 解 退 化 核 方程 : 
D -Wepydy = z+2; 


C2) | G62y+4zy2)g()dy = 322 + Az, 
3. 设 FG) € Le, KC € Lo, 
Fa) = K* f = | KOI fOoydy, 
HOD 为 方程 (1. D 满足 定义 4. 2. 1 的 特征 函数 ， 则 


F(z) = E Cya), C; = (F,#;) 
IFARA 车 假设 416 KR B 
Í IK y) l de < M <+ eo, 
则 上 述 级 数 为 绝对 一 致 收敛 . 
4. 设 f(z) € L,[a,b], asb HAR, E 
PIK ldr < M <+ co， 
证 明 引 理 4.4.3 中 的 (4.7) 为 绝对 一 致 收敛. 
5. FI 方程: [ish 1) shz< gG)dy = z( — >. 
6. 解 V- 工 方程: 


CD [e >eGo)dy= fa), KO = 0; 


C2) sinalz—y) pody = 2, a Z 0, 
7. 定义 推广 的 Abel 方程 形 如 


* g@O)dy J 
| (pz) — p) f), 


DS r) Wlad] 上 连续 . 证明 f(a) = 0 时 , 方程 有 解 
pa) = nas | LC) 


x dria (plè) — p(y))™ 
并 且 求 下 列 方程 的 解 : 


(y) 
D | dy = e r> 0; 
A 


0<a<l, a< <x=<b, 


dy, 


e °> 
w: af aD = g(z), g0) = 0. 


先 写 出 一 般 解 式 , 然后 当 ga) = z" 时 解 式 如 何 ? 
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积分 变换 的 理论 主要 指 Fourier 变换 及 其 由 它 往生 的 Laplace 变换 ， 
Hankel 变换 以 及 Mellin 变换 . 它们 是 求解 各 类 卷 积 型 积分 方程 及 某 些 类 型 
偏 微分 方程 的 理论 基础 . 本 章 讨论 积分 变换 的 理论 及 其 上 述 求 解 中 的 应 用 . 

积分 变换 的 理论 在 下 一 章 中 对 L, 中 奇异 积分 方程 及 Winer-Honpf 方 程 的 
求解 也 起 着 重要 的 作用 . 


5.1 Li 中 的 Fourier 变换 


定义 5.11 阁 f(x) E LD, +e], i 


1 [~ 
FD =- fada, aD 
P = P Ds 
或 记 
= 1 ° isz , 
JO = = | rde, an 


EREC 或 即 了 C3) 为 f(x) E L, 中 的 Fourier 变换 , 其 中 ;为 实数 , FO 称 
为 了 的 象 ,而 f 称 为 FC(f) 的 原 象 . 
显然 , 右 端的 积分 是 存在 的 ， 且 可 认为 


FO) = JG) = lim KOLS (1. 2) 


B—— 


aD RADY PERRE- 为 的 是 和 后 面 的 反 演 公式 形式 对 称 , 便于 记 
T 


忆 . AFO RJO 表示 函数 的 Fourier 变换 各 有 优点 : 前 者 强调 对 f 作 变 
换 , 后 者 强调 变换 后 的 函数 以 ;为 自 变 量 . 根据 我 们 的 需要 , 这 两 个 记号 选择 
使 用 . A 
ATRE L 意义 下 的 Fourier 变 换 ,， 有 时 我 们 写 FC) AAN, 以 区 
别 于 后 面 5.2 节 中 在 Ls 意义 下 的 Fourier 变 换 , EEK WAF OO. 在 明显 不 
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会 混淆 时 均 简 记 为 FC. 
L, 意义 下 的 Fourier 变换 有 如 下 基本 人 性质. 


定理 5.1.1 设 f(x) € Ll- eo, +œ]. 
(1) Fg) = f, ç AR, MJ 


ÈC) = f(s—a). (1.3) 
D # gG) = f(z—a), a 为 实数 ， 则 
ÈRO) = f(s) ev:. Cl. 4) 
(3) 若 g(z) = f( 一 x), 则 
g(s) = FCs). (1.5) 


(4) # ga) =/(¥) 有 2 >o, nl 


G) = Af Qs). (1.6) 
证 (1) 26) =z fOe kz esr dz 
= 1 [° fa) er dz = f(s—a) 
Vw 一 
(2) G) -元 | JGz 一 aeizdz 
=z _ fe™ eles du = e f(s). 
(3) gH) = — |° FEO de = ASO Fedu 
V 2 一 2r 一 
- =l ”oemdu = FO. 
5 = _ ° ç = Y jisz 
(4) èl) = 去 _ (a Je dx 
= =l À fidu = )f(A5) Q>0. | E" 


定理 5. 1.2 (积分 号 下 求 导 ) 若 fG) € L,[—co, +0], g(z) = izf (z) € 
Li[— ese, + ee], 8 G) = g(s), 3 Ep 
F) = = iz f Car) ez dx. (1.7) 
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证 `> sh), 
(O — fs) = 二 六 C) ez — ex y 


t—s /2 1 一 = t—s 
= 二 六 网 e09 一 1 
T I 0: ——— h 
- =! fC), t — s)dz. 
T 一 CO 
其 中 已 令 
pT»U) 一 — u £ 0. 
因为 |x| 充分 小 时 ， 
2 sin = | ?| 有 | 
|ou) l = [ul < Jul = |z], 


于 是 
|F plat] < |=] |fG)1. 

又 当 w 一 0 时 , gu) — iz. 由 控制 收敛 定理 得 (1. 72. 

定义 5.1.2 所 谓 两 个 函数 f(x) 及 g(x) 的 卷 积 是 指 

f F ra — wg)dy, 

只 要 这 个 积分 存在 , 并 记 为 (f * g) (xz). 

& u= x—y 易 见 

[| ra— yeod = |” Dga- dy: 
即 
(f x gl) = (g * f) G). 


定理 $. 1.3 SREE) Rf), gl) € L,[— eo, +2], 则 


h(x) = (f * g) (a) € L, [— so, + e°], 
E 


FOf x g) = /2x=F( AFl) 
(或 即 eg =V] p). 


证 根据 Fubini 换 序 定 理 ， 


= lg fl <+ =e. 


f Iralde] (1 Ge — lgo)ldy)dz 


(1. 9) 


(1. 9)” 


(1. 10) 


L, 中 的 Fourier 变换 ENE 


于 是 有 (zx) € Li， 仍然 利用 Fubini 定理 有 
F(f * g) = = (| fee — gody) dx 
= = (T se- Yerdr)g (y)dy 


= ROf? gody =V] ORO). 
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定义 5.1.1 是 从 了 求 象 F(7) 的 公式 . 反之 , 知 象 如 何 求 原 象 , 这 就 是 反 
演 问 题 . 下 面 介绍 极为 重要 的 反 演 定理 . 在 此 之 前 要 有 一 系列 引 理 , 它们 本 


身 也 具有 独立 的 意义 . 


515.1.1 设 flx) € L,L— co, + eo], 1 < p <+ co, Z 
f,G) = f(z— y), 


则 映照 户 是 及 一 [一 co, 十 cc] L, 3: + y 的 一 致 连 续 映 照 . 


(1.11) 


证 XHERMBD e 20 E f) E Lp H p> 1, 故 必 存在 连续 函数 g), 


它 在 某 一 区 间 [ 一 人 ,4A] 之 外 为 零 , B. 


上 一 gl <e. ® 
XE g€) 在 整个 实数 轴 上 一 致 连续 , 故 必 存 在 6 € (0,AD. 使 当 | ;一 4| 
< ó Bf 
1 
|g() — gG@) | < GA) Pe. 
于 是 
gels =| lgs —g(z— D| dz 
< (3h) let (QA +ë) < e? , 

从 而 


|£, — A, < ! /, gsl 4 lz gil, + le,— fl, 


= | f gl, Hlg, gl + |g— fl, < 3e. 


引 理 5.1.2 f€ LH fs) 在 (一 cc, 十 cc) 中 一 致 连续 , 且 
lim f(s) = 0, 
5 一 士 co 


C1. 12) 
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— j fl. 1.13 
Ie < =l fl ( ) 
证 由 (1.1)， 
1 
Fol <E |/G) |a= = Zl fh. 


于 是 得 到 (1. 13). 由 此 可 见 ，f € L, 时 它 的 象 f e L (但 不 能 断言 fE 
Li1). 其 次 


Jeto -JOl <= oN -ld 19 
因为 
IF| |e —1| < 2| al 
且 h 一 0 时 , ez 一 1, 由 控制 收敛 定理 , 当 有 ->0 时 (1. 14) 左 端 对 ;一 致 地 
趋 于 零 . 从 而 fO) 在 ,十 oo) 中 一 致 连续 . 最 后 来 证 明 (1. 12). 因 
fO) =z 。 ° fr) eriidr 
-7 l fider (|s| 充分 大 时 , s0) 
一- 人” f(u 7) du (1.15) 


2 °° 
将 (1. 1) 与 (1.15) 相 加 , 得 
FO 一 起 |: m ( Fe) — f(u— Z) )dz. 


注意 到 (1. 11) 及 上 一 引 理 , 故 当 | *| 一 十 ce 时 


AFOJ < zzl- fali " 
(1. 12) 式 也 称 为 Riemann-Lebesgue 引 理 . 我 们 今后 要 用 到 它 . 
为 了 后 面 的 需要 , 引入 至 关 重 要 的 一 对 辅助 函数 , 它们 是 
H(s) = ell, (1. 16) 
h; (z) = 去 | Hands Q > 0). (1.17) 
简单 计算 表明 
=h” ig A O 
h (x) = A 一 r F)’ 
且 


| n (dr = 1. (1.18) 
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引 理 $.1.3 车 FE Li, Hj 
(fx h.) (a) 一 =l HAs) fe ds. (1.19) 


证 H (117) 及 Fubini 定理 ， 


GD = | /yy | L HAD ds 
T 一 CO 


一 -t - l- ° 一 is(z—y) ) isz 
AEE re-nia 
- = | HASO ds. E 


在 (1. 19) R£ A— 0, 粗略 地 看 , # 了 € L, ， 右 端 就 趋 于 


1 [° mirs 
=| tes ds. 
若 能 证 明 左 端 有 
lim(f x h) Cr) = f(c), 
则 得 到 用 了 (5) 表示 f(x) 的 反 演 公式 


f(z) - JO ds. 


为 证 实 这 一 点 , 我 们 还 需要 如 下 引 理 . 


lim(g * ha) (z) = g(x). (1. 20) 


证 由 (1.18)， 
(g * h,)(z) — g(r) 


= |” GzG— y) -gh y)dy 


= F eey —g(z)) 4h, (2 )ay 


=| ez 一 hs) —g(z))hi (s2ds, (1.21) 
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又 
|g(z 一 3) 一 gECz)| 委 218gl。， 
而 


[E lelem ods lel), TE <+, 


由 控制 收敛 定理 , 在 (1. 21) rh )— 0 便 有 (1. 20). E 
iË 引 理 中 g(x) H x HHE262608 XPE — BA), — 0, z, 三 xz 一 Xns 一 

z, A g(za) 点 态 收 伍 于 g(z)， 则 由 证 明 可 知 
Jim (g x h, ) G) = gld). (1. 22) 


引 理 5.1.5 #1=<>p=<—+=o H f€ L,, Ml 
limlf xh — fl, = 0. (1.23) 


证 设 1 过 p< 十 oo, H (1.18) K Holder 不 等 式 ， 
| (f x h.) G) — fr) | ° 
和 (L Ire- a) h. ody) 
= (| | f(z— y) — fG(z) AYP WR dy) 


< | fe — y) — f | Ph, ay Ga) 


=| | fe — y) — fx) | Ph, (y)dy, 


其 中 +Ñ =L fB p = 1 时 以 上 不 等 式 明显 成 立 , JE 1 < p —+ eo 时 ， 


工 
P 
[Cf xh) (a) — fe) |? 


<| (Ü le — x) fd) ody 


一 r |, — f| G) dy. (1.24) 
£ zo) = |s- sli mI 
gG) < (| £,|, + | fl,” = va <+ co. 


又 由 引 理 5. 1. 1， 
limg(y) = g(0) = 0. 
y 

将 (1. 24) 的 右 端 变形 并 利用 上 一 引 理 ， 
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| |, — fh Cy dy 
p | o vd = | eoh (一 y)dy 


= [F gomo — y)dy = fF eo — yh, (y)dy 


= (g * h,)(0) — g(0) =0, à—0. 
由 (1. 24) 得 (1. 23). | E 
有 了 上 述 准备 , 我 们 来 叙述 重要 的 反 演 定理 . 


定理 5. 1.4 ( 反 演 定理 ) 2 fc L ZA 7/C L,, üz 


g(x) = =! Fl) es ds, (1. 25) 
m] g(x) 在 (一 co, 十 co) 中 一 致 连续 ，g( 士 co) = 0, E. 
f(z) = g(r) (a.e. zx). (1. 26) 


证 要 证 明 g(z) 在 (一 co, 十 ce) 中 一 致 连续 及 g( 士 ce) = 0， 只 要 逐 字 
逐 句 重复 引 理 5. 1. 2 HEFE, DHE. 现 专 证 (1. 26). 在 引 理 5. 1. 3 中， 
观察 (1. 19) 左 端 . 由 引 理 5. 1. 5， 
limlf xh — flh = . (1. 27) 
我 们 知道 , 在 L, 空间 中 , 1 < p <—T+ o, 有 这 样 的 性 质 : Æ frof € Lp B 
lim | /, — fl, = 0, 
则 必 存 在 子 序列 fn 1E 
Jim fj, G) = SaO ae), 
于 是 由 (1. 27) 知 ， 存 在 一 串 , -> 0, 使 
dim (f * ha, ) C) = f(z) (a.e.), 
另 一 方面 , 由 (1. 19) 的 右 端 , 有 
(HAD fe sye | < | fco) | 
及 
lim HQxs) = 1. 
X 0 


由 控制 收敛 定理 ，(1. 19) 右 端 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 , 于 是 在 (1. 19) 中 令 
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àn > 0 时 得 到 f(x) = gC) (a. e. 2. B 
注 1 (1.26) 可 写 为 
fa) = = ° Feisds (ae). (1. 28) 
T — 


这 就 是 用 A) 来 表示 a). G. 1) 与 (1. 28) 星 现 出 形式 上 对 称 的 样子 . 把 
(1. D AKAMA S E Li 而 未 知 函 数 为 的 积分 方程 的 话 , 那么 (1. 28) 便 是 
(1. 1) 的 解 . 

$2 引进 Fourier 算 子 下 的 伴随 算 子 FF*: 


F* () 一 fnewdz. 


V2 
则 (1. 28) 意味 着 对 几乎 处 处 的 有 F*F(f) = f, B 
F*F=1. 


这 就 是 说 , F* = F. 

注 3 因 F*,F 互 为 伴随 算 子 , 故 也 可 这 样 定 义 Fourier 变换 , BI fC) 
€ L, 时 ,. 定 义 

F= = T G) es dz 
为 fx) 的 Fourier 变 换 , 可 以 逐 字 逐 句 重复 定理 5. 1.1 至 定理 5. 1.4. 特别 是 
反 演 定理 有 
F* F = I, 

或 用 定义 5. 1. 1 HEKA FF = I. 因此 F* J F BJ & M Pr T E 
意 f 及 了 同时 属于 Li1). 

由 反 演 定理 立即 可 得 


定理 5.1.5 (唯一 性 ) 2 f € L, E f(s) =0, A f(x) 二 0 (a.e.). 


本 定理 说 明 ， fag Elis, 是 f=g (a. e. ) ， nj f = g (a. e. ); 或 者 说 ， 
车 /一 了 是 Li — L, 的 映照 , 则 此 映照 必 是 一 一 的 (在 a. e. 意义 下 ). 


5.2 L: 中 的 Fourier 变换 


若 /(z) € L,[— so, +e], 仍然 考虑 变换 (1. 1)， 则 因 积 分 
| Ga) ez dz l (2.1) 
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一 般 不 存在 , 故 (1. D 无 意义 . 事实 上 , 从 f(x) € Las[ 一 ce, 十 ce] 一般 推 不 
出 f(x) € Lilo, +e]. 然而 由 于 下 述 的 Plancheral 定理 ,可 以 赋予 上 述 
积分 以 新 的 合意 , 使 得 在 L, 空间 中 Fourier 变换 理论 得 以 顺利 地 展开 . 


5.2. 1 Plancheral 定理 

定理 5.2.1 (Plancheral) ”对 于 每 个 f€ Llo, + co] #8322 ## f € 
L,[— œ, +20] 使 得 
(1) lZ], = Ifl; (2. 2) 
(2) 若 AELi 门 Li, N IZL ELFAA fi Fourier 变换 ， 即 


1 [> | 
= F 一 一- Jeizsdz; 
F= = 让 | fe 
D 了 与 存在 着 下 列 对 称 关 系 : 若 令 
= 1 få izs 
pals) = | De dz 


— 1 4 —isx 
pa (z) ly RA ds, 
mile, — fl; > 0, lga — fs — 0 (38 A— co t); 


证 本 定理 的 证 明 较 元 长 , 我 们 分 若干 步骤 证 明 . 
(a) 首先 证 明 f € L, n L, 时 AIl = 1fl;, 而 且 此 时 的 了 = 
Ff). 
令 g 二 /xf，, ih f =7C2. 因为 /€ L, 所 以 f € LL, 由 定理 
5.1.3 及 (1.5) 有 gE L,, BR 
RO) =V) FG) = /2x=| CG) |2. 
由 引 理 5. 1. 3， 


(g x h) (0) - =! HOs)g(9d 一 | HADI ZO Ids. (2.3) 
因为 


sz) 一 | ya — 5 FC nay 


= f(t Td = aP, (2.4) 
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AARRE, CN K S- L 的 范 数 的 连续 函数 , 又 FE L, , 由 引 理 
5. 1. 1， 对 任意 的 =, — zo， 有 
| — =, il; 一 0， 
从 而 lim g(z,) = g(zo). 特别 取 z = 0, 由 (2.4) 有 
lim g(z,) = g(0) = | fl. (2. 5) 
IH (2.4), 
le] = |(/-. f) < |£ l. l, = lfl. 
根据 引 理 5. 1.4 的 注 , BA, 一 0, Wm z, 一 0 一 5， 
Jim Cg *h,,) (0) = g(0) = | fl. (2. 6) 
另外 考察 (2. 3) 的 右 端 
HAs) KOIK 之 0， 
且 X 一 0 时 , Hans) 单调 增加 地 趋 于 1, 由 非 负 单调 增 函 数 积分 号 下 求 极限 
的 定理 知 


Jim |” HOAs) IF) |2ds = J ÎI. (2. 7) 
这 样 , 在 (2. 3) 两 端 令 一 0 取 极 限 , 由 (2. 6), (2. 7) 得 
IA = Ifl. 


证 明 的 过 程 表明 , 了 是 f(x) 在 L, 意义 下 的 Fourier 变换 . 
(b) 证 明 对 任意 的 f € L, 必 存 在 函数 六 E 工 ， 使 得 
lga — Fl — 0 (4 一 十 co) 
(注意 这 时 了 就 不 能 认为 是 Li 意义 下 的 Fourier 变换 )， 而 且 1 fl, = I fl. 


令 


fo), |z| <A, 
falx) -全 lz] > A. (2. 8) 
Jj) fa € L, NL: EKRE, 由 f 定义 及 Schwarz 公式 
1 
PE ala = fi was (| ldr) vA 


<. 2A| 1, <+. 
故 fa € Lis W Sa € Lz 更 为 显然 . 另外 


1 
A 


一 (| 一 +Í) [fG)|2de—0 (A—+). (2.9) 
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因为 
pa) = -H| fodde = -HST faide = Pas 
VZT A m 
由 以 上 步骤 (a) 的 结果 ， 
legal = l falo = Ifa l. (2.10) 


但 注意 到 (2. 9)，f H Cauchy ika, 从 而 ga 也 为 Cauchy 收敛 . 然而 fa € 
Lz, 从 而 pa € Lo. 根据 L 空间 的 完备 性 , 必 存 在 着 元 素 / € L, 使 得 


lga — Fl: — 0, A—>+o. (2.11) 
在 (2. 10) 两 边 令 A 一 十 co, 由 (2.9) 及 (2. 11) 有 
lA = lim (gal: = lim [fal = Ifl. 


通过 这 一 段 证 明 , 有 以 下 几 点 值得 注意 . 
注 1 由 (2.8),(2.9) 看 出 , L, 门 工 : # L, PHE. 
注 2 证明 中 如 果 令 


A ， - 
pae © = f Ode B<A, 
TT 


及 
fwo = 全 z>A 及 zr 二 B. 
同样 可 证 出 存在 了 € L, 使 
lgan — Îl: 0, A—>+œ, B —— eo, - (2.12) 
Z3 当 fE€ELi 时 , /在 Li 意义 下 的 Fourier 变换 的 意义 是 
F, (J) = JO = E| ena = Him. f(D er dz | 
= lim | edr. (2.13) 
A— 一 4 


而 当 f € L 时, 我 们 把 (2. 11) 或 (2. 12) 这 一 事实 记 为 


f= ai pas PaB = L i m. $A 
A . 
K one 


A—+o 
B—— 


=li Jim z ”CDemedz (2.14) 


把 (2. 14) 意义 下 的 SRAL: 意义 下 的 了 的 Fourier 变换 , RRN SJEL: 意 
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义 下 的 象 , 或 写成 


FP) = f. 
有 时 把 (2. 14) 干脆 写成 
= _ l. i isz 
FCP) = K9) = soe dz. - (2.15) 


在 很 多 书籍 中 , PER f € L, 或 是 f € L,, 其 Fourier 变换 均 写 成 (2. 15), 
这 时 事实 上 已 默认 : / € L, 时 按 (2. 13) 理解 ; f € L, 时 按 (2. 14) 理解 . 

注 4 在 Li 意义 下 的 Fourier 变 换 , 4 f € L, BF, 得 不 出 广 E L, ; 然而 
在 L, 意义 下 , 38 f € L, RF, f € L;. REL: 意义 下 的 Fourier 变换 优 于 L. 
意义 下 Fourier 变换 的 地 方 . 


下 面 继续 定理 的 证 明 . 
(c) 证 明 |y — fl: — 0, 4 一 十 cc. 
won， |s| <A,e L, N Lz; 
0, |s| >A, 


则 [1 ( 访 4 — f, — 0, 当 A 一 十 oo. 注意 ， 
Wa = 二 | f (s)e tz ds = 过 人 CEC) ae ds. 
V 2m A Vr 一 


由 于 yg 和 ya 在 形式 上 的 对 称 性 , 与 (a) 2812, 有 
lya b 一 Ia l2. 
ETa FEL, BRAF f, PTA pa Æ L, 中 Cauchy 收敛 , 问题 是 为 什 
么 收敛 于 f. 亦 即 为 什么 
lya — fiz — 0. (2.16) 
这 是 证 明 的 难点 . 
在 (pb) 中 已 证 明 F, 是 等 距 算 子 , WIA F: 的 伴随 算 子 . EL BI. 定 
义 为 - 
A ñ 
Fi CN) = Li im |", fx) ei dz. 
这 个 极限 的 存在 性 ， 由 它 与 F, (O) 在 形式 上 的 对 称 性 看 出 , 而且 F; 也 是 等 
EAF. 其 实 也 可 直接 证 明 : 因为 
(FE GD = L L m. | Sdu = L i m fE f edu 
= F,(fC- z), 
从 而 
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|Fz flh = IRSC Dh = |fC zl; = l Ac 


要 证 明 (2. 16), 事实 上 只 须 证 明 对 任何 f € L, 有 
F> F, f = f 
即 可 ,因为 上 式 就 是 


A ñ 
f = F; f = Lim. |” eos zas = L i m. ga. 
为 证 明 (2. 17) 又 分 若干 步 . 


(2.17) 


首先 证 明 当 f€ L, D L, 了 EL 站 LL 时, (2.17) RZ. ASEL, 


FEL, 由 反 演 定理 5. 1.4， 对 几乎 处 处 的 z, 


(2. 18) 


Fr F.) f = f. 
又 因 f€ L,, 由 (a), F, f = f = F, f; AERJ € L,. H F 5 F* 的 对 称 性 
知 

F: f = F? f. 
从 而 (2. 18) 为 


f = Ft F. f = Fi f = F} f = F F, f. 
其 次 证 明 f € L, N L, BF, (2. 17) 成 立 . 
为 此 , 验证 fxh € L, N L, , /xh € L, NL. 因为 


| f(z— Wh (y)dy! dz 


< mody | f(z— y) |d(z — y) 


= | f, < 二 co， 
于 是 fx h, EL. 又 因 


[E | ra — yh Gyay| dz 
<| (Ü 1 raa— I ody) dz 
<| (ay |2 Ga |” hdy)dr 


=| Ga | fay) ldz 
= || /, <+, 
于 是 f* h, € Lz. 
根据 卷 积 定理 5. 1. 3， 


h ih = J | Yr re 


er dz. 
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由 留 数 定理 可 算出 /2% = J, 
1 co 
| 了 Cs) | e sl ds < (| | FCs)| 2ds) ? (| 


一 co 


1 
elis] ds) ? 


1 
2 


= (fla (| ela |° <+, 


E olemas |” Folds = Ifl} <+. 


故 /x 有 € L, N L.. 由 上 面 讨论 知 
F Fa (f * h.) = f * hy. (2.19) 
当 X->0 时 , 由 引 理 5.1.5， 
lim fxh — fl: = 0. 
在 (2. 19) Fa — 0, 取 1i.m. 意义 下 的 极限 , A FF? 均 为 等 距 算 子 , 故 
Fz F, JERAT., 于 是 得 到 
Fz F, f = f. 
最 后 来 证 明 仅 仅 设 f € L, BF, (2.17) 成 立 . 
由 本 定理 证 明 步 又 (b) 之 下 注 1 知 , L, N L; 在 L, 中 稠密 , 因此 对 任何 
f € L;, VA fa € L, N Lz, Elfa — fle — 0, A 一 十 co. 对 于 f/f 和 有 
Fy Fafa = fa. l 
在 上 式 两 端 令 A 一 十 oo， E Li m. 意义 下 取 极 限 便 知 (2. 17) 成 立 , 从 而 有 
(2.16). 
注 我 们 在 (b) 中 已 证 明了 


f = 1.1. m. pG) = ki m. Af f Cy ets: dz, 


A——+c 
并 写成 

z 一 — 1 [° izs 

Fn = Ff) ==] ee dz. (2. 20) 
这 里 我 们 又 证 明了 

f=L 工 m pa (x) =L i m. m f faei dx. 

类 似 地 可 写成 

KD = F£ (D) = =l OG) es ds. (2. 21) 


(2.20), (2. 21) 构成 了 L, 中 Fourier 变换 的 反 演 公式 . 有 趣 的 是 , 只 要 f € 
Lo; 反 演 公式 (2. 20), (2. 21) 自动 成 立 , 这 种 自动 成 立 的 情况 , 又 是 L; 的 
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Fourier 变换 理论 优 于 L, 的 地 方 . 

(2. 21) 也 可 写成 

F; F, f = f. (2. 22) 

若 不 会 混淆 的 话 , 也 写成 FF/ = f. 当然 也 不 难 证 明 FF * f= f. 这 时 
F* 一 上 是 下 的 左 道 或 右 道 算 子 . 

(d) 证 明定 理 中 的 结论 (4). 

对 任意 /EL, 由 (b) 知 了 = F,(f) € Lz; 反之 给 定 g € L ME 
F g € Lo, 于 是 Fa(F2 g) = g. 这 说 明 S> 了 的 映照 是 Ls — L, 的 满 映照 
E$. 

X# F,f, = f i=1,2, B fs =A Bl f, — f, = 0, WH L, 中 反 演 公 
式 ñ 

0 = Fz (f; 一 方 ) = Fz (F; (fo) — F; (f.22 = fx — fi. 

于 是 f, = f, 这 就 是 说 f 一 f RRE L, 一 L, 的 一 一 上 映照 ( 单 射 ). 

很 容易 看 出 , 若 fi, fo € Lz: aro 为 复 常数 ， 则 

F, (ci fa Tea fe) = aF) + ce F> Cf). 
另外 ,容易 验证 恒等式 | 
4fg= |f+gl2— |f—zg|2+ilf+igl2—ilf—igl2. 
4 fig € L, 时 , 由 上 式 及 等 距 性 , 得 
4(f,g) = f+ Ifeli +i lfi? il igl 
= f+ li — IF- ltil —ilf—igl 


= 4(f,g&), 
亦 即 
(f,8) = (JÈ). (2. 23) 
故 f SARRE L: — L, 的 同 构 上 映照，(2. 2》 RO. 23) 称 为 Parseval 等 式 
及 广义 的 Parseval 等 式 . 至 此 , 本 定理 全 部 证 毕 . " 


注 1 若 妃 为 Hilbert 空间 , U E H 上 的 线性 有 界 算 子 , 若 对 任意 的 
fe H,# 
luvrl = lfl, 

B U PEBE U * = U-1, 则 称 口 为 保 范 算 子 . 根据 这 一 定义 ,Fz 是 保 范 
AT. 同样 Fz 也 是 保 范 算 子 . 

注 2 L,:hFourier 变换 定理 5.1.1 及 定理 5.1.2 在 L, 理论 中 均 成 立 , 不 
过 假设 换 为 /€ LL,， 且 相应 积分 要 在 L, 的 意义 下 理解 . 例如 证 明 当 f e L, 
ga) = f(x)e ,a 为 实数 , 则 有 


184 EEFI 积分 变换 理论 与 卷 积 型 方程 
gg(s) = fO — a 
事实 上 , ga (z) = fA, gafa € Li NL 于 是 由 定理 5.1.1 之 (1)， 
_ [° izgr — —1 |° i(—= 
= (zz)esz dz RAO dz, 
或 即 
_ isz = i(s—a)= 
= g (z)ez dz =, fioe dz. 
SAR Lim ELFKHRERE 2l) = f(s 一 a). 
5.2.2 PEE 


卷 积 定理 是 求解 卷 积 型 积分 方程 及 某 些 偏 微分 方程 的 重要 工具 . 下面 我 
们 来 介绍 它 . 


定理 $. 2.2《〈 乘 积 化 为 卷 积 ) 2 f,g € L,, WJ 
f* g; (2. 24) 
1 , 
FY (F, (f) + F, (g)) = — f * g. (2. 24) 
1 2. (f 2\g8 = £ 


证 A fg EL, A JEE Lz, J- £ € L, , 故 上 式 左 端 是 有 意义 的 . 


| JORO ds = = (FCs) BE) 


=(FC， Flee) 
-Lo F), E* Ee), (利用 (2.23)) 


F* Eo) = —_ -| BO Ee ds 


4 


[e sad ge = Z 
- = g(s)e ds = g(z — t). 


代入 上 式 有 


F* < y= (1t) ,gl za- p)=- f» E" 
fo Ë >= g(z— > g. 
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注 1 从 (2.24) 出 发 , 两 边 作 用 下 似乎 有 卷 积 化 乘积 公式 
FEC x g) = /2=f' ° g = /2=FCf) + F). 
但 这 样 作 是 不 对 的 , 因为 不 能 确定 f x g 是 属于 Li 还 是 L, ， 因 此 Fi (f x g) 
或 F, (fx g) 可 能 是 无 意义 的 . 
注 2 # fog € Ll, 利用 广义 Parseval 等 式 (2. 23) 可 类 似 地 证 明 ( 读 者 
可 作为 习题 ) 


1 a 
FCF» g) = — , 2.25 
f- g ze (2. 25) 
* 1 
F* (f + g) = —F* (f) x F* (g); (2.26) 
Jn = A g 
> _ 1 ` 
F(f + z) = ——F( f) x Flo). (2.27) 
FD = ED * F(Ë 


为 了 叙述 着 积 变 乘积 的 定理 , 先 要 如 下 引 理 : 
引 理 5.2.1 设 f€EL,g € Li, 1< p —+-co, W| fx g € L,: E. 

|E e-o as], < L/1,1e l. (2. 28) 

证 p= 二 1 时 结论 明显 . 设 1 二 p< 二 oo. 因 | f|2 € L, , g € L,, 由 定 

理 5. 1.3， 

| Iryl leo dy € L. 
故 对 几乎 处 处 的 >, 

[E Ira- lgo) dy <+, 
或 者 说 , 对 国定 的 几乎 处 处 x， | /Ge—y)| | g(yy|2 € L,. 而 g(y)? € Lo, 
+ = 1, 由 H6lder KER, 


fxgl < 1fae—y)llaG) lilg dy 


oi 


CO 1 ° 
< (C e=»)? (| eola) . 


oo 1 
I elo < Iel eti (|T Ifae y) lde)’ 


= gl: lfl, <+ %. I 
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注 本 引 理 当 p — oo 时 也 成 立 . 


引 理 5, 2.2 设 ZA (z) pl) € Lo. 
lya — gyl —>0 (4 一 co)， 
又 p(x) € L,, J 


Lim. | pga (z— u)du = F pwya- u)du. (2.29) 
证 
[gd gsm — gG — u))du 


2 
1 


2 


<[Ë (Ë pw lpt gaw ye du) dz] 


oo < d fro ro 工 
< (lg ld)’ AC o gl] | çG) | du dz) ° 


= leli lya — yl 一 0 (A — œ). E 


定理 5.2.3 ( 卷 积 化 为 乘积 ) Efel gel, 


FCS * g) 一 V2rF(CAP) 。FCg)， (2. 30) 
,或 详细 地 写 为 
F, (f * g) =V2rF, (fF Cg). (2. 30)” 


证 ASEL, g€ LDL， 由 引 理 5.2.1 知 FFxgEL 由 定理 5.2.1， 
f € L,; 由 引 理 5.1.2, g € Lo, 从 而 了 .gg ELl. 只 要 能 证 明 


>. 1 
Fr (六 8) 一 一 -1xg， 2.31 
2 (f ° Ë >= g | ( ) 
然后 两 边 用 F 作用 , HA L, 中 的 反 演 公式 就 可 证 明 (2. 30). 

现在 来 证 明 (2. 31). EZE, 


A ps 一 i ° > _ _. 
PORO sz ds = AGIOS isz Jy 
oe) 


二 F gw [=I (se Ga ds) du 
x 


(Efa € Li, 利用 Fubini 定理 ) 
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= [T eo (2f O ds) 


=| egale u)du. 
因 了 .gE L,, K Aot, 上 式 左 端 趋 于 

[F JORO ds =F; (f - 2). 
由 引 理 5. 2.2, 右 端 趋 于 


1 [° 1 1 
— d. = 一 一 一 = 一 一 一 > 
alEO SE Odu nf "a ' 
注 34 f€ Lo g€ Li 时 ， 同 时 成 立 着 
>, 1 

F? (f * ë) = — ， 2. 32 

2 (J Ë e ( ) 

F; (f * g) =v 2=F,(f) F (g). (2. 33) 


这 就 没有 定理 5. 2. 2 注 1 那样 的 担心 , 因此 应 用 起 来 方便 . 
Fz (f x g) =V2rF? (PF? (g), (2. 34) 


F, (F> (FT (g)) = (2. 35) 


1 
>= 8- 
但 注意 在 同样 的 假设 下 , 因 f € L,, g € L. , 于 是 六 * 训 不 一 定 有 意义 ， 所 
以 我 们 不 能 考虑 FC7x g) 及 FF* (f = š) 如 何 化 乘积 的 公式 , 也 不 能 考虑 原 象 
乘积 化 为 象 的 卷 积 的 公式 . 这 是 应 该 引起 注意 的 . 


5.2.3 特征 值 定理 
定理 5.2.4 j f € L,. 在 Ls 意义 下 记 
— 1 ° isx 
FD = Z| eos dz, 


则 线性 算 子 下 仅 有 4 个 特征 值 十 1, 十 i, 且 每 个 特征 值得 无 限 阶 的 ,从 而 
FRL, 上 的 紧 算 子 . 


证 在 引 理 1.4.1 中 说 过 
1 7 d" c, n = 0,1,2," 


e 
/ Man {Vx dz” 
是 Lz[ 一 00; 十 co] 中 的 标准 正 交 完备 系 . 其 次 , 我 们 通过 计算 验证 


Pr) = 
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Fln) = ie, (z). (2. 36) 


ee 


Z mz. A 去) 
2 1 x ° (a) 
> d n i9? . 
e2 (+ eu dy. ($ y= z+tis) 
— jy) 
= alii 一 co 十 is y 
因为 人 = i ee ， 从 而 


于 是 
2 
ie2z č — ootis d _ 2 —-(Z—i;) 
Flon) = e“ e dy 

2 => nli Si 

re? (a) 
du ($ u= y—is) 
E 7 CE (Z) < 


” e (2: 2) du 


_ nŠ (a all 
== ds — 
we (E (Ea (e == 


O SaN pn Vx z) 
_ Vie? _ nc dx” e Vx 
= ` Vx 《由 留 数 定理 ) 
“E SE (ds) 
| = ie, (s). 


对 于 任意 的 f € L, # f => Fapa 令 F(f) = Af, 有 


Sri 1” Pn — 45 fpr. 


7 一 0 


即 

ASS =0, n=0,1,2,... 
当天 士 1, 土 i 时 , 对 一 切 n, A= i = 0, 从 而 /==0, FÈ S= O, k 12 
土 1, 土 i 时 不 为 下 的 特征 值 , 然而 当 》 = 1 时， fo 可 任意 , W n 4 hF, 
f, = 0, 因此 
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J= > Supu #0 HFE) =f. 


-Wa = 1 为 特征 值 , H A = 1 为 无 限 阶 . AEEA = 一 1, 土 i 为 特征 值 , H. 


每 个 都 是 无 限 阶 ， E" 
5.2.4 Fourier 余弦 及 正弦 变换 

EAM f(x) 仅 定 义 在 L0, 十 ceo] E, 为 了 定义 f) € L,[0, + eo] 的 
Fourier 余弦 变换 ， 可 作 偶 延 拓 


> 、_ [f(z), zx>0, 
TOTEN z <o: 


显然 f (z) € L,[— o, +o]. 于 是 


L|” Fiepessdr = /2 [° ye 
Ff) = _ f e dr JEF f(z)cosxs dz. 
这 时 我 们 定义 
Ff) =, 2 freos zs dr. (2. 37) 


为 了 在 区 间 [0, 十 ce] 上 的 Fourier 余弦 变换 . 积分 是 按照 Li m. 的 意义 理解 
BJ. Fourier 余弦 变换 有 如 下 性 质 : 

1° F.C) 2 s 0548 38. 

2° F, 自 伴 、 自 送 , Pp F£ = F, = Fr. 

事实 上 ， 


f = F* FCF) = = ei Ff ds = J2 [os = F.CDds. 


X z > 0 Rf 


r= JZS F.CDcos = ds = F.F. (2. 


这 就 是 Fe = F. = F. 
3° MES Irto] = IFC,- 
H L, 意义 下 算 子 下 的 保 距 性 有 


[isas 4/ Fl = 4/ IF las 
= [T FA) lds. o 
类 似 地 , 由 广义 Parseval 等 式 , 可 证 
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FED F. (ds = N fz) gG) dz. 
4° F. AHI tl, B.) 25 Z RR. Br. 
类 似 地 ， 如 对 f(x) 作 奇 延 拓 ,可 得 Fourier 正弦 变换 
FEN =, j=) fe) sin z: dz, (2. 38) 


ERO 是 奇 函 数 ; F =F, = Fo; F, BE; 以 士 i 为 特征 值 , 且 均 为 无 限 
阶 等 . 这 些 都 与 前 相仿 ， 从 略 . 


5.3” Fourier 变换 的 应 用 


5. 3. 1 Fredholm 型 卷 积 方程 


首先 考虑 F- 工 卷 积 方程 
F Ka- yydy = f(z), (3.1) 
其 中 天 (z) € Li, to], f(x) € L,[—co,+ee], M gole) E L,[—eo, 
十 coj 中 求解 . 
在 (3.1) 两 边 作 L, 意义 下 的 Fourier 变换 ， 由 定理 5. 2. 3， 


V2<*F(K)Fçe@) = Fú). 
设 FCK) Z 0, 则 


ro- EV 
P = RFK) 
设 右 端 属于 LL;( 例 如 当 |FCK)| 226 0 时), WJ 
— 1 =. (EP 

r= aE (FK): 83. 2) 


这 就 是 说 ，(3. 1) 如 有 解 ， 其 形式 必 为 (3. 2); 反 过 来 , 易于 验证 (3. 2) 确 是 
(3.1) 的 解 . 故 (3. 1) 有 唯一 解 (3. 2). 
其 次 考虑 F- lÍ 卷 积 方程 
ga) 一 | Ke- yy)dy = fa. (3.3) 


Ka), f(z) ,glx) 假设 同上 . 类 似 地 作 Fourier 变换 ， 有 
= Fo(C1I 一 2rAFGK)) = F(A. 
最 后 得 
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a FOOD 
e= F (arao) (3.4) 
已 假设 1 一 V2xAF(K) = 0, EG. 4) 右 端 括号 中 的 函数 属于 工 ?. 
例 1 求解 
gD — | pdy = fa), f é La (3.5) 
# ”因为 
-lz 一 /2 _1 
f Fee lzl) J => 
按 以 上 步骤 有 
_ _ 1+š 
FCp) = z FCD. (3. 6) 
当 且 仅 当 ) > 1 孝 时 十 1 一 2 有 实 零点 ,下面 假设 A 过 性 E, RE 
lim L+ ë = 1, 


ss 十 1 一 2 


从 而 [二 一 有 界 , 所 以 (3. 6) 右 端 属 于 Lz， 如果 记 a? = 1 一 24, MJ 


pz) = F* [+ 222 y Jro] 


= fæ) AF (ss FA) 


52 +a? 


= fw + 22 p= (3 La) F FCD 


2 V+ 
_ 2A pa (1 
= fa) + EF (z+). (3.7) 
下 面 用 留 数 定理 计算 1 = F” e) 
°° eis vA 
— _1 z e 
x> 0f, I ye — 
二 0 时 , I= 3 eIn 
7 ' N2 SAE | 
X> > 0 K z < 0 4r3I|#E Fo EIL FoESET HER aE, 总 有 | 
1 ~IZ la] 
1 一 .8 
JY: @ 


将 (3.8) 代入 (3.7) 有 
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plz) = f(x) 十 e 12 iz) f(y)dy. 


-去 |- — 
附带 地 ， 当 ç € L, 时 , 不 难 证 明 对 于 
Kọ = E ep(y)dy 


HAT K, EIKI < 2. 事实 上 ， 


FCKp) 一 V2rFCerizl)FCp) = Ir; 2 F(@), 
lKel = IFK = | 人 Po)| <2l Feo) = 2lgl. 
最 后 考虑 含 和 核 ”的 方程 , 例如, F- 1 含 和 核 的 方程 
[T Katygo)dy = fa). (3. 9) 


设 KGCz) € Li, f(z) € Li, 在 Li 中 求解 oC). 
在 (3.9) 中 令 y = 一 u, 然后 在 《3.9) 两 边 作 Fourier 变换 ,注意 到 
Flg( 一 )) = F* (glu)), 有 
V3rF(CK)F* (9) = Fú). 
按照 以 上 类 似 的 讨论 (和 假设 ), 得 


_ F( FA ) 
f  VV2xF(K) 
ZFF- 含 和 核 的 方程 


çG) 一 人 | ”KGz 十 六 9C)dy = fa), (3.10) 
在 Kle). A(x) 同样 假设 下 也 可 讨论 , 留 给 读者 作为 习题 . 
5. 3.2 ”应 用 于 解 偏 微 分 方程 


用 Fourier 变 换 , 常 可 将 偏 微分 方程 化 为 自 变 量 少 一 个 的 方程 , 因而 易于 


例 2 解 热 传导 方程 
au 3u 
— = —, = , — c k co, 
Ë gr’ 10 << (3.11) 
wz;0) = gl), glx) € L,[— eo, +o]. 


假设 方程 存在 解 ulat), HU uu, uz e 当 上 固定 时 关于 z EEF 
L,L— œ, +œ], H u(t so.) = u, (+ so, t) = 0. 通过 两 次 分 部 积分 ， 
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《7 网 > Ur ez dz = Z= (ue + — is ~ edu) 
S= (uet 1 一 erudz) =— s F(u), 
并 假设 形式 地 有 
guy _ 9FGO 
F(Z)= P. (3.12) 
对 (3. 11) 施 以 Fourier 变换 , 它 就 化 为 常 微分 方程 
| 一 一 s FG), 
F) |, = Fe). 
HH Flu) = eiF(g). 于 是 
= F* (añt = l ° * (et — 
“GD = F* (e FG) = |T F' Oga y)dy 
2 
由 (2. 36) He n = 0 # Flo) = p go = e7, BB 
N Vn 
F(T) = ez. 
由 定理 5.1.1 之 (4), S= ./2t, WJ 
l —r 12 _ _ C 2r o° 2 
R(E) = F(e 6) = Je P = /N ce. 
故 
ulz, =z e dy 
BES 
e “u g(y)dy. (3.13) 


x 2 VA 
最 后 必须 验证 (3. 13) 满足 (3. 11) 及 UsuUzrs Urr ?Ue C Lz, H &( 士 00,1) 一 
Wz (十 00,7) 二 0 以 及 (3.12), 以 说 明 以 上 运算 的 合理 性 , 请 读者 自行 验证 . 


H3 解 波 动 方程 
2 3u 
At Jz?’ 
(3.14) 
ulz,0) = f(x), — 0 =o, 


其 中 S), f G), G) € L,[— se, + ee], Ko) = f'Ct so) = 0. 设 
(3. 14) 有 人 解 . wy) rr sUr s ty o H t 固定 关于 x HRT Los 又 &( 士 ce: 站 = 
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u, Ci co, t) 二 0 以 及 
(3. 15) 


类 似 于 例 2，(3. 14) 可 化 为 
FF) _ 


3 一 5 Fw), 


Fw = FG, E] _ =o. 


1=0 
Fu) = F( f) cosst, 


1 
~V 2R 
1 


一 -5 E [Leo 十 e isa) JEA ds 
NV eT 


= (fe D+ f — D). (3.16) 


最 后 应 验证 ,这 个 解 满 足 (3. 14) 以 及 开始 我 们 假设 的 各 项 . 
例 4 解 波动 方程 
u _ Zu 


32 Jz 


u(xz,t) = 


É et cosst F(f)ds 


G. 17) 


ulz,0) = 0, 


2u(=, 


glr), g G) € L,[— eo, + e=], g( 士 ce) 皆 存 在 ,对 于 任何 z, 上 cpay 


是 存在 的 , 我 们 设 它 也 属于 La [一 co, + ee]. 
假设 问题 有 解 ， H wy uz sU s Uu 34 t HERF z eS T L, , E. ¿Ct eo, 
Ü = u, CE co, t) = 0, 并 设 


按 前 例 的 作法 , 得 


PFU) __ 2 
3 —— Flu), 
Fw |0 ER] =F 
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FG) = TF(g) sinst. 
应 用 分 部 积分 
F(| go)dy) = +F), 
此 处 尚 须 补充 假设 积 出 的 项 为 零 , 则 
== |. EO sinst ds 
=== [L ee E(f ody) ds 


-Hfi ro fro) 


ulz,t) = 


1 [=+ 
= gf ed 


最 后 再 验证 运算 的 合理 性 . 
5.4 Laplace 变换 


从 不 同 的 角度 推广 Fourier 变换 ,衍生 出 Laplace 变换 、Hankel 变换 和 
Mellin 变换 等 ,它们 与 Fourier 变换 有 密切 联系 ,又 各 有 各 的 特殊 用 场 . 5.4 
~ 5.6 节 将 逐一 地 进行 简单 介绍 . 本 节 先 讲 Laplace 变换 . 

设 f(z) € LL00, +], 前 已 看 到 , 对 f(x) 作 偶 或 奇 延 拓 , 可 得 Fourier 
余弦 或 正弦 变换 . 为 了 得 到 Laplace 变 换 , 今 作 “ 零 延 拓 ” 即 令 z 二 0 时 f(z) 


`= 0. 此 时 f(z) E€ Ls[ 一 00,00], 便 可 利用 Fourier 变换 . 由 定理 5.2.1, 以 


下 一 对 互 为 反 演 的 公式 成 立 : 


1 °° isz 

F(f) = =l. FD dz, (4.1) 
— 1 œ 一 1 并 

fe) ==] FOOD e z ds, (4.2) 


(4.1), (4.2) 中 的 积分 收敛 当然 是 按照 | i. m. 的 意义 理解 的 . 
在 (4.1),(4.2) 中 令 = io, M 


ñ _—_ J] [° rr 
Fe) = =l, e= f(z)d=, (4.3) 
1 coi 
ca) = | F Ado. (4.4) 
fe -六 让 RY 
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我 们 作 如 下 定义 : 
Flo) = f e f) dx (4.5) 


为 fx) 在 [0, 十 ce] 上 的 ELaplace 变换 . 也 可 将 9(o) RAS LN, 前 者 突出 
变换 后 函数 的 自 变 量 , 后 者 突出 对 f fE Laplace 变换 . 这 两 种 记号 将 同时 采用 . 
由 (4.3)，FCP) = Fo 代入 (4.4), 则 
x 


Z= 
fa) = =É er (a) do. (4. 6) 
2xl — 
(4.5) ,(4. 6) 是 Laplace 变换 中 互 为 反 演 的 公式 , 因此 后 者 也 可 写 为 
fO) = LLD). (4.7) 


注 (4.5) 中 的 c 本 为 纯 虚 数 , 但 如 果 o 为 一 般 复数 时 , RE Reo >> 0, M 

(4. 5) 仍然 有 意义 .因为 
e= f (z) = e i(Imaz—(Reaə)= f.g), 
当 Rec > 0, z È 0A 
BDE] < D, 

又 f(x) € L,[0, +2], ik Rofl) € L,[0, +]. 

在 L, 意义 下 的 Fourier 变换 ，Parseval 等 式 成 立 ， 从 而 也 可 推出 在 
Laplace 变换 下 的 类 似 等 式 : 


oo 、 2 1 coi 2 
| | F | dz = AH, | #(o) | ° do. (4.8) 
事实 上 , 由 定理 5. 2. 1， 
F | fC) |2dz =[ IF |2ds. 


HESA > < 0 B f(x) = 0R s= si, FA = >=, 则 有 


oo 2 —ool 1 2. — 1 ooi = 2 
[layta = eA Ee 12012. 
Rem) € L; CO, +œ], HH Laplace 变换 记 为 
L(g) = 40) = |” gea) dz. - 
则 类 似 地 可 得 到 广义 的 Parseval 等 式 
[ray Ede = zL |” FO TD ds. (4.9) 


以 上 对 YG) € Lz[0, 十 co] 时 定义 了 Japlace 变 换 . 有 时 f(x) 并 不 属于 
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LLO, 十 ccj]， 但 

e+ f(r) € L,[0, +œ], p> 0, (4.10) 
令 f, G) =ef Ca), MJ f(x) = ez fi (z), 我 们 称 满足 (4. 10) 的 函数 f(z) 
为 指数 增长 类 的 函数 . 对 于 这 样 的 函数 也 可 以 定义 Laplace 变换 . 因由 
(4.5),(4. 6)， 


十 co 
let+p) =f e= e? f(x) dr, (4.11) 
e>: f (7) = = | Flo + p) de. (4.12) 
ERĦ cR s+ p, W 
Flo) = N e= f(z) dz (4.13) 
Sæ = z. | (as. (4.10) 
因此 我 们 可 作 如 下 定义 . 


定义 5.4.2 S) 为 指数 增长 类 的 函数 , 即 存在 p 汪 0, f# e?“ f C) 
€ LL, +æ], 则 称 


Flo) = Pe Fade 


为 f(x) 的 Laplace 变换 . 其 中 Rec > p. 

形式 上 看 这 个 定义 与 定义 5. 4. 1 一样, 但 那里 Reo 之 0 而 此 处 Reo 之 p. 
这 一 条 件 保证 (4. 13) 有 意义 , 事实 上 

Efla) = eetre tf(r) = e rer F (x). 

We f(z) € L,[0, +o], 于 是 由 定义 5.4.1 之 注 Re(s — p) > 0, Ep 
Reo > p. 另外 注意 一 点 , 反 演 公式 (4. 6) 与 (4. 14) 也 不 完全 相同 , 前 者 沿 虚 
轴 积 分 , 后 者 沿 直线 c = p JÁ p — eoi # p+ coi 积分 . 

也 可 讨论 在 指数 增长 类 中 Laplace 变换 的 Parseval 等 式 . 设 fC) gl) 
均 属 指数 增长 类 的 函数 ,， 除 (4.12) ,(4. 11) 成 立 外 , BRIA 

0 


(c+ p) = | crozerpzg(z)dz， 


etg (x) = He Flo + p) do. 
由 (4.9) 有 
° py — — _ 1 coi — 
f e 29: fC) gadr = 去 | 六 yc+ D SG T pdo 


= z. |” (o) oa (4. 15) 
Ny poi 
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由 (4. 8) 有 
[ew ftd = a) FO) ?de. (4.16) 
定义 5.4.3 ERK f,g 定义 在 [0, 十 ce] 而 积分 
[fz— wady 
有 意义 , 它 称 为 函数 三 与 g 的 卷 积 , 记 为 
fe = [Sæ Wealdy. (4.17) 
这 个 卷 积 的 定义 与 前 面 卷 积 的 定义 是 一 致 的 . 如 令 


f(z), x> 0, D» z> 0, 
* ) = * = 
f C ñ zco E @) =à, zrz<o, 


É (xz— y)g* (y)dy 
=([ E+E C yg" Wdy 
=F f(z— y)g(y)dy. 
显然 , fxg = gf. 


定理 5.4.1 设 f(z) € LD0, +], g(x) € L,[0, +], 则 fx zg € 

L,[0, +œ] E. 

L(f * g) = L( e L(g); (4.18) 

L (LO L(e)) = f* g, (4.19) 
JP L(fx e),L(eg) L HEL, 意义 下 理解 , MLIN 中 的 了 要 在 工 :1 
意义 下 理解 . (根据 本 节 所 作 , 我 们 不 难 把 Li 意义 下 的 Fourier 变换 推 
J $) L, 意义 下 的 Laplace X3, 这 只 要 对 积分 的 收敛 性 作 相 应 的 理解 就 
行 了 ). 
证 É z< 0 BF, f = g = 0, 则 

SDa) = |” Kayod. 

由 定理 5.2.3， fx g c€ Ls[— e°, 十 coj 且 


FOf * g) = /2zF0f)FC2. (4.20) 
它 事 实 上 就 是 (4. 18). 因为 (4. 20) 左 端 为 
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galai [Aee 
1 ° > isz x 
2 (| 二 |。 )e (E æ- weldy) dz 
= ah ([ ra — yeod) dr ( 令 一 ci 
— _1 x 
T i g)» 
而 (4, 20) 右 端 为 
L 3o) (—— = 1 _ _1 
| Va| z7) =) IOIO = LLO, 
从 而 得 到 (4. 18)， 再 用 二” 两 边 作用 得 (4. 19). ' 


Laplace 变换 可 应 用 于 解 Volterra 型 卷 积 方程 及 解 偏 微分 方程 . 
例 1 ÈV- 卷 积 型 方程 


çG) 一 | KG — Wo dy = f, (4. 21) 


其 中 KG) € LLo, +ee], f(z) € Ls[0, 十 oo], 县 在 Lz[0, 十 co] 中 求解 
ol). 
解 BEDEA. 对 原 方程 作 Laplace 变换 , 得 
L(g) (1—aAL(K)) = LCP). 
设 1 一 XL(K) = 0, 及 
Lo = zp € Lalo, +], 
则 


| LO) _ lf a LO 
e= L (Pi) fee RI (4. 22) 


方程 (4. 21) 还 可 在 指数 增长 类 中 求解 . BHD eK) € Li[0, + ee], 
e f(z) € L,[0, +ee] B gGz2)e € L,[0, +20]. 在 (4.21) 两 边 同 乘 以 
ez, 得 
e xp (x=) —a| ete wk ~y) P>o(y)dy = e” f (z). 
令 
Ppl) = plr), KC) = Ki), etf(r) = fil), 
则 


g(r) -a K, (z — yg y)dy = f; (z). 
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由 (4. 22) 有 


1 sz LOUD 


ri 一 TALR” 


pı (z) = 
亦 即 
°° —kp)=z 
pa 一直 | ee: ro — TOE e 
2 —ei pi -af e PtoOrK (x)d< 


_ foe, LD 
Br) peoi LR (4.23) 


此 即 在 指数 增长 类 中 的 解 , 它 与 (4. 22) 只 是 积分 路 线 的 不 同 . 
我 们 来 求解 方程 (在 指数 增长 的 类 中 ) 
çG) 一 人 eg(Cy)dy = feo. 
it ReA Z 0, ReA + 1 < p, p 为 指 长 指数 . 两 端 求 Laplace 变换 得 
LCC ALC) = LCP). 


又 因 
L(e*) = | = ezdz = N et dr — I eo Në 
— l ea-Reozrigmozlio — _1 
l—o 0 o— I’ 
其 中 我 们 利用 了 Reo > p > 1+ReA > 1, 从 而 
于 是 
— r- A 
e= L (1+—dr5)n) 
= —// _ -~ 
= /+ (gF) 
— af 1 _ 
=+ [L (aF) A 
而 
— 1 _ 1 ptooi e= 
L (ooro) a 5 
令 f(z) = , 作 充 分 大 的 圆 |z| = R, 其 在 半 平 面 Rez 之 p 内 的 部 


-ry 
E Pe. 由 留 数 定理 及 Jordan 引 理 , 注意 到 Rea +1 < p, 得 
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(limf 十 六 ) Ade = 2ri Res f, 1 +0 = 2rie t, 
R— Ta Pi 
于 是 得 到 解 
gD = f(D HA |" e° Fo)dy 
类 似 地 , 可 讨论 V- 工 卷 积 型 方程 ( 留 作 习 题 ) 
[Kcz— y py dy = f(z2. 
例 2 解 偏 微 分 方程 


Ju 3u 
f Jx 
ul0,t) = ulL,t) = 0, ulx,0) = flx). 


#ho=<<x=<L,:>0 HEJH ult), 比较 合适 的 是 对 t 作 Laplace 变换 . 
A 
< 
UTCzya) = "uC, Dar, Res > 0. 
形式 地 设 
92U(x,0) ° 
TUD | evs Godr. 


又 设 u(z, 十 co) = 0, 由 分 部 积分 , 有 
| > = Dd =— f(x) +oUCzr,o). 


0 


从 而 


Ix? 
U(0,o) 一 U(L.,o) = 0. 
由 3.5 节 中 Green 函数 的 求法 ， 得 
L sh Vaz shvc( — z> ) 
—— )dy. 
a PENA fody 
易 兄 ， 上 式 右 端 积分 中 的 核 以 c = 0 为 可 去 奇 点 . 于 是 


| —JUCGz,oa) =— f(z), 


U(z,a) = | 


_ lf aft shVar shvolL— xz) 
u(z,t) 2riJ -ico | Va sh /GL. /Wdy do 
L/ 1 fi e” sh Vaz — shvo(L— z~) 
— d 
|. (zal Jo sh /oL do) fO) > 


= fi (Dres(s, 一 2))rndy， 
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, 其 中 g 为 里 层 积分 中 的 被 积 函 数 ， 而 
m=: ; ; 
es 8° — 2 = 
n=l L n=1 É chnri 
2 <S -ÉH onni n 
=— 4 þe L* sh Zz< sh L Z> 
n=1 
2 292 nnt 
二 之 Z LË sin ËR. sin A" 
T>e L° sm L 0 L >: 
从 而 
Ce L _ 2 2 
u(x,t) = > (了 | sin T f(y)dy) sin # EZ e R, 
n=1 


最 后 再 验证 各 项 运算 的 合理 性 ， 即 可 证 实 这 确 为 原 方程 的 解 . 


5.5 Hankel 变换 


Fourier 变换 可 以 推广 到 多 个 自 变量 函数 的 情形 . 设 ”个 自 变量 的 函数 
fO Tn) 满足 


[fe lde den < 十 cc， (5. 1) 


则 可 以 证 明 Plancheral 定理 成 立 ， 即 对 满足 (5. D 的 Stn) DFE 

六 ss 
[| IG so) 2 das ds, <t eo, 

使 得 以 下 一 对 反 演 公式 成 立 : 


; _ 1 Í|“... pg 
(s) = = [E az et" dande, (5.2) 

_ 1 |“. asus) SU aaa 
fay iz) = = F Ja stts S Je dsi***ds,. (5. 3) 
其 中 的 积分 是 按照 n 个 自 变量 函数 的 Ls 空间 的 范 数 收敛 的 . 这 个 空间 的 范 数 


用 
1 
2 


Lel = (fE fE en) dereden) 
KEL 于 是 (5. 2) 中 的 积分 收敛 是 指 
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> . 1 Dasa 
asss) = Lim | 
fCs1 Sp) l. i, m, Oy. fl Zae 1 
DGA 
m (5. 4) 


(5.3) 中 的 积分 收敛 可 作 类 似 的 理解 . 
# Stt oT, gt Tna) FAT L, 空间 , 则 有 Parseval 等 式 


人 Area pee 1) E, E Jdr ed 


= Js) dd (5. 5) 


以 上 结论 的 详细 证 明 可 参考 S. Bochner-K. Chandrasekharan: Fourier 
Transforms, Annals of Math. Studies, No, 19. Princeton Univ. Press, 1949. 
设 二 元 函数 f (z, y) 满足 


[ey laz dy <+eo, (5. 6) 

JE(5.2),(5.3) 具体 写 为 
Fo) = | | Fiz yeast) dz dy, (5. 7) 
fay) = = | Fs ei ds do. (5. 8) 


< 


£ = rcosĝ, E = pcosa, 


y=rsing, (o= psina. 


及 f(z,y) = ore. 则 (5. 6) 相当 于 要 求 
Faro | 2dr <+ œ. 
而 (5. 7),(5. 8) 可 写 为 
F(osa) 一 二 | re eior cos(O—0) eey dr dg 


— z “(F e! (er cos(0—a)+-n0) do)rf (rdr, (5. 9) 
. oo f 2x= : 
SO = |” | Fone res odgoda. (5.10) 


现 引 用 Bessel 函数 ,以便 使 (5. 9), (5.10) 得 到 进一步 的 改造 . n 阶 Bessel 函数 
定义 为 
J.G) = g relon) dr, (5.11) 
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则 
1 2x i( pr ostnt 7) 
J, (or) = +l e dt. 
令 t 一 0 一 Qa, 则 
rta . ñ ， — Hx. 
J, (er) = aj eior cos(0—a) engie nais 21d9 
一 i(i) a (or cos(0—a)+n0) d8. 
2rd o 


于 是 (5. 9) 化 为 
Fpa) = ir) rf OT onar. 
将 此 式 代入 (C5. 10), 得 
N co f 2= oo . ， x 
fo = - (nf dT or dr) ereo u (+Ë) oda do 


= N (| Sd) J ori) dr ) (去 | er cos(0—a— eedriga)p dp. 


令 a 一 0 一 区 一 oa， 


nn 


1 f2r. n an so 1 f2r i ne : 
一 | elercos(0—r—_ ea e 2 do 一 eg 一 i (pr eosa al 2 ) du -一 eJ (or). 


27 o Zz o 
代入 上 式 有 

fn = [WoS nS er) dr )dp. (5.12) 
由 这 个 式 子 出 发 作 如 下 定义 : 


定义 5.5.1 设 [ As l dr< (或 说 f(7) € La (C0, +0], r)) 8 
义 fO) 的 Hankel 变换 为 


AP = [TIDS dr. (5.13) 
于 是 由 (5. 12) 知 
SO = | rrp Xp dp (5.14) 
(5. 13) 与 (5. 14) 构成 一 对 反 演 公式 . 
Hankel 变换 有 如 下 性 质 . 
(1) 3 为 自 逆 算 子 ， 


因为 多 2 (f) = f, A =T, 
(2) ZA FEF. 
设 光 的 伴随 算 子 为 7... HEX, 
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X" (O = Fro J (pr)dr. (5. 15) 
容易 验证 Cory = J, (or). Wk" =£ 
(3) 光 为 保 范 算 子 . 
BRAAM AA, = (f, EI), = FRIA, = (f, Bl 
IÆ = ifl 
以 下 举例 说 明 Hankel 变换 的 应 用 . 
例 1 解 方程 


°G) 一 人 | yI ay) gdy = fGo. 
解 设 f€L([0, 十 o0j,7),， 则 原 方程 可 写 为 


2 一 13C(p) = f. ` (5.16) 
两 边 作 Hankel 变换 , 得 
Alp) 一 409 = KN. (5.17) 
`4 2 Z 1Bf, 求解 (5. 16),(5. 17)， 解 得 
p= 7. (5. 18) 


例 2 用 Hankel 变换 来 解 带 算 子 辽 (7 Z ) 的 微分 方程 ， 


1 3 2 (re)= au 
| ar\ Ər) at， (5.19) 
`x u(r,0) = f(r), 

其 中 fo) € Lio, 十 oo1,7). 


解 设 (5.19) 可 解 , H ur, .u (r.t) u, (r D (re? ) 关 于 变量 


rej F L0, 十 oo0],7); 又 设 
aC oo y = LEA o 


ar 
把 Hankel 变换 用 于 原 方程 两 边 , 假设 有 
A (PF)= Fx, (5. 20) 
a 
A(t 2(r 2)) = “(Z(+ 32))J odr 


= kh Ho -| 2(r SICpr)) dr 
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= fed S(r ZJ @r)))dr 


_ F007)) )dr. 
XA JoCpr) aa -~ 取 的 ) 
Jér +J Eor +P or) = 0, 


一 一 区 Jodor) | 


从 而 
(r EIo or)) = Z.GJ pr)) = rJ (or) + Ior) 
= (Jer) + 1¢ pr)) 
， =— ro Jo Cor). 
于 是 | 
X(= (r 2u) =— | urJa(or)dr =—p Hu). 
(5.19) 化 为 
9. 
aq +) = 0, 
HD| o = X f). 
由 此 得 出 
Hu) = et IA). 
故 


u = ICIP) = K ( | afori )dri) Jolor)dp 
= Fn /Gri) (P seu, Cor: )Jo (er)do) dr. 
最 后 易 验 证 运算 的 合理 性 . 


5.6 Mellin 变换 


Mellin 变换 也 来 源 于 Fourier 变换 . 设 
F | f(x) | dz —+ ee. (6.1) 
H Plancheral 定理 ， 有 


Mellin 变换 ENJ— 


— 1 j isz 
F) = =] es dz, 


— 1 °° misr 
ra=] F(E" ds. 
首先 令 u = ez, 则 上 二 式 化 为 


Fe) = -二 | fdniwul du 
V2r ) ; 
fanu) = = Wa ds. 
KIZ o = js, 则 
一 DE S °° s —1l 
FC f) - =l, fnw 2 du, 
_ 1 (一 
fUnu) = ==: FCP) do. 


最 后 将 式 中 dnu) Vrf 代替 , 得 

Fe =| /Ww du, 

Ho = a | FCD. 
经 过 这 一 系列 代 换 ,条件 (6. D 等 价 于 

[ted la <+ os. 
这 样 我 们 可 定义 Mellin 变换 如 下 : 
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(6. 2) 


(6. 3) 


(6. 4) 


(6. 5) 


(6.6) ， 


定义 5.6.1 af L| fw |?du <+ 00, fk f 的 Mellin 变换 为 


Mo) = N uc fu) du, 


(6.7) 


其 中 Rec = 0. 有 时 记 M(o) HA. 在 这 个 定义 下 , 立即 有 反 演 公式 


Oif 
D= I. Mo) do. 


(6. 8) 


以 上 是 设 fu) € L. ([0, +=e],--). 同 Laplace 变换 类 似 , 可 考虑 这 样 


的 类 : 即 设 存 在 实数 &, E Éf € Lz([o0， + ee), +), 代 人 (6.7)， 


(6.8), # 
Mo +k) = N uA du, 


(6. 9) 
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Wf = =É Me + hed. (6. 10) 
Tij 一 2e21 
用 oo 代替 o 十 & 得 如 下 定义 . 
定义 5.6.2” 设 存在 实数 k, HE AFG) € Le([0, 十 cc], 革 ) , 则 称 
Mo) = Pen fl du (6.11) 
Fad = z. |: MO” (6.12) 
u 2i) koi olu ` 


为 Mellin 变换 及 Mellin 逆 变 换 . 其 中 Res = k. 

F] Laplace 变换 一 样 ， 对 于 (6. 7) , (6. 8) 和 (6. 11) ,(6. 12) 的 异同 , 请 读 
者 自行 作 一 比较 . 

Mellin 变换 的 性 质 也 可 从 Fourier 变换 推导 出 来 . 例如 了 (x) E Le, 
+œ] 时 有 Parseval 等 式 


F Ide = |” IF lds 


像 本 节 开 始 那样 历经 令 w = ez, o= is 以 及 用 /2xfCw) 代替 Onu) 等 步骤 ， 
我 们 得 到 在 Mellin 变换 下 的 Parseval 等 式 


[E Lif ldu = ,MO [2 ds. (6.13) 
以 上 自然 假设 了 NO € Lz([0, +], 过) 类似 地 ,还 设 zGO € 
La([o, 十 co], 二 ) ,其 Mellin 变换 记 为 
NO@ 一 | wg du 
则 有 广义 Parseval 等 式 | 
J L rao gdu = A MO) Ndo. (6. 14) 
更 一 般 地 , 设 wf (0 ,wg(u) € La([0, 十 co], 二 ), 则 因 
Me 十 月 = [Lea aoa, 
Ne 十 月 一 | etl gdu, 


从 而 
[e ra) gudu = | Mote NG TDda. (6.15) 
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Fourier 变换 中 的 卷 积 , ERÉ u= e, u = e Z F, 有 
Sroa) = Ü” fagod = |” rhint )g nodu 


令 
A (z) = (m z) > gı) = g(Ino), 
w | ; 
_ [° 1 u 
fixgd = [7 LA, (2)zi Gd. 
这 样 得 到 如 下 定义 . 
定义 5.6.3 者 函数 S), gG) 的 积分 
° 1/u 
Fitje G> o (6.16) 
有 意义 ， 称 此 积分 为 了 与 g 的 卷 积 , 记 为 (f x g) (u). 
显然 ， R3 = t, 立即 可 淖 出 f x g = g * f. 


定理 5.6.1 HS) € Li([0, 十 cc] 二 )，gCoO € La([o, 十 co], 二 ) ， 则 


JxgE La([0, 十 co], 二 ) Z. 


Af x g) = (f) M), (6.17) 

或 写 为 
Fun (f = g) Gu)du = MD) NC. (6.18) 
证 明 可 从 定理 5. 2.3 出 发 , u= e“, v= e”; o= si URRAM fu) AÈ 


Ë: F(lnz)， 用 /2rg(z) 代替 gllnw) 而 得 到 . 
同 以 前 一 样 , 利用 卷 积 定理 可 以 讨论 形 如 


N TLK()eGodo = fu), | (6.19) 
以 及 
g) a| LK (Z )eGoqo = fw. (6. 20) 


的 方程 ， 留 给 读者 作为 习题 . 
RK, Mellin 变换 可 用 于 级 数 求 和 . Bf) € La([0, 十 cc] ,十 ) , w 


210 EFRA 积分 变换 理论 与 卷 积 型 方程 
AHico u 
f= po ° SM) do. 
EHn RE u, E feu r, WA 
Efm = =| 


n=1 


b+ico 
太一 ico 


MoS 1 一 dc 


-元 | M€a)t(o) do, (6.21) 


其 中 Fo) = 5) 上 是 著名 的 Riemann-Zeta 函数 . 若 右 端 积分 存在 便 得 左 端 级 
n=1 7 


数 之 和 |. 
Riemann-Zeta 函数 在 复 平面 Rec>1 中 有 定义 , 可 以 证 明 在 cc 一 1 处 5Cc) 
ARRO 1 的 单 极点 ， 从 而 
lim(o — DE) = 1. (6. 22) 
还 可 证 明 ， tlo) 满足 
erg) =a F(E) gao. (6. 23) 
由 (6. 23)， 可 把 £(a) 延 拓 到 整个 so 平 面 , 且 仪 在 o = 1 AO. 
下 面 所 举 的 例子 要 用 到 解析 函数 的 一 些 特别 知识 , 其 中 的 计算 原理 将 不 
详细 介绍 .此 处 旨 在 使 读者 对 于 用 Mellin 变换 求 和 有 所 了 解 . 例如 求 级 数 


S= 2 i 
的 和 . 可 以 证 明 
加 x= 928 st fare 2) 
ps OSHT e du = 5 一 ，2 一 Rec 一 3. 
r( 5575) 
从 而 
ge 一 2 
sf 2 è Jars eo ,os 
2 天 一 1co 3 一 0 7 < 3. 
| r(*=9) 
上 述 积分 中 的 被 积 函 数 在 。 一 2,1,0 4AE RRE, E ,—- 的 简单 极 


个 Riemann-Zeta 函数 的 性 质 可 参考 阿尔 福 斯 著 《 复 分 析 》 第 三 版 ,第 七 章 ， 上 海 科 
技 出 版 社 ，1984 年 ， 


点 ， 又 显然 
并 
tQ) = 22 2 = 人 
于 是 由 留 数 定理 知 
I — _ x ll 
6x? 27t 4 
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最 后 , 我 们 指出 , 用 Mellin 变换 可 以 研究 一 个 算 子 为 自 反 算 子 的 必要 条 


件 . 如 过 去 我 们 知道 , HF FoF, 及 交 均 为 自 反 算 子 . 那么 
核 K C) 满足 什么 条 件 时 有 下 面 两 式 同时 成 立 : 


TA = | ras Kaay)ydz, 


fæ = |“ TCDKCzy)dy 
更 一 般 地 问 , 给 定 核 K(x), 是 否 存 在 核 H) 使 当 
TCD = |“ FK Cay) dz. 
时 有 f 
Ha 一 | TCO HGy)dy. 
我 们 用 Mellin 变换 来 探求 其 必要 条 件 . 令 
Lo) = K Wu, 
Mo) = [Hao du. 
于 是 由 (6. 26) — (6.29) 有 

| ry dy = [ya | KG) /nde 


Mellin 变换 
= rof y Kízy)dy)dz 
| 


= ek Fdz 


(TD HCY) dy) de 


0 


Lo = 
Lo 站 TCPdy N rH (Cry) dz 
Lof 


0 


Ce 


Ty nay uH (udu < 


0 


一 般 地 我 们 问 : 


(6. 24) 


(6. 252 


(6. 26) 


(6. 27) 


(6. 28) 


(6. 29) 


二 Fara (六 uT KG) da) dr ($ xy= u 
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= Lof TO ydy N u€- H(u)du 


= L(OMG — 0) | “TOD dy. 


于 是 
LIOMA 一 c) = 1. (6. 30) 
当 HG = Klu) 时 , 条件 成 为 


| LLA ~o) = 1. (6.31) 
例如 Fourier 正弦 变换 时 ， 


Kw) =, [Z sinu, 
x 
Llo) =, / 2 [sinu Me 一 dx =, ZTO sin Z, 
NO x 2 


于 是 


LOLU —0) = trora —0) sin £ sin (Q —0) 


. TO no 
z sin — cos — = 1. 
x Sin ra 2 2 


这 说 明 Fourier 正弦 变换 满足 条 件 (6. 31). 类 似 可 以 证 明 , 对 Fourier 余弦 变 
换 ，(6. 31) 也 成 立 . 至 于 Hanke 变换 , 可 将 (5. 13),(5. 14) 改写 成 


PAD = |“ VTI EONO dr, 


WD = |” Zre1 Cro) YA) dp 
令 KG) = /uJ ,GO), 


wo VAE D ntel 
Llo) = F Vu (Wu l du = = r) 


2 
从 而 


LOLA 一 c) = 


条 件 (6. 30)，(6. 31) 充分 性 的 讨论 比较 复杂 ， 例 如 可 参考 E. C. 


Tichmarch: Introduction to the Theory of Fourier Integrals, Clarendon 
press, Oxford, 1948. 
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1. 设 f(z) € L,[— so, + oo], 用 下 式 定义 f) 的 Fourier 变换 


— 8l ° isz 
fe) = = fay ez dx. 


证 明 lle <= h. Fs) EC so, + oo) 内 的 一 致 连续 函数 且 


lim fC 一 0. 
在 这 种 定义 下 , 定理 5. 1.1、 定 理 5.1.2、 定 理 5.1. 3 如 何 ? 
2. 试 比 较 L, # L, 的 Fourier 积分 理论 的 蜡 间 . 
3. 设 fg € L,[— œ, 十 co]， 证 明 : 
1 


D F-D) =- fxg; 
. f g J È 
1 
(2) F*(/f- g) = F* (f) x F* (g); 
DT PE e 
1 > 
(3) F(f + š) 一 F(f) * F(ë). 
fi VIn i š 


4. i f € L,[— e°, +æ], g € L,[— e°, +0], wH: 
F* (f xg) = /2xF* (f)F* (g), 


1 
FO(F* (f) + F* (g)) = 
f g Vo 


5. 设 f(x) € L,[0, +20], 定义 f(z) 的 Fourier 正弦 变换 为 


FP -天 aysinsz dz. 


证 明 : F (f) 是 奇 函 数 ， 开 ,为 自 伴 自 逆 算 子 ， 开 ,为 保 距 算 子 ,五 以 士 i 为 特征 
值 且 每 个 特征 值 央 为 无 穷 阶 . 
6. # L, 中 求解 积分 方程 


pa — 1 |” gdy = e, 
7. 5.3 节 例 1 曾 证 明 上 KI < 2, 其 中 
Ke = |” e=" gy)dy, 
实际 上 | 上 Kl = 2， 试 证 之 . 


f * g. 
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8. R K) € L,[— cc， +æ], Jœ) € L,[— e°, +], 在 L,[— °, 
十 oo] 内 求解 方程 


plr) 一 | Kat yy dy = f(z). 


9. 验证 5.3 节 例 2、 合 3、 例 4 各 项 运算 的 合理 性 . 
10. £ K) € LL[ 一 00, 十 co], VE BH h 


Kf =| Kay fody 
定义 的 KK 是 Ls 一 Lz 的 有 界 算 子 . 
11. 在 按 指数 增长 的 函数 类 中 讨论 方程 的 解 
[Eke y)e(y)dy = fa). 


设 e AKCz) € Li[ 一 co 十 co], et fC) € L,[— 00, +ee]. 
12. 解 下 列 偏 微分 方程 
ax _ u 


IÉ 3’ 


(1) J 
u(z,0) = flr), Sr 0) =0, 


— °° < z —+ °, 220, f(z) € L,[— eo, +- == ]; 

2u _ u 

at əx ° 

《2) Jauo. = gu(L.t) = 
ox Ix 

u(z,0) = f(x); 


u _ 3u 


0, 


12 Jx?’ 


B) Cx,0) = fa), P(x,0) = 0, 


ul0,t) = u(L.,t) = 0. 
13. 证 明定 理 5. 6.1. 


14. 设 ¿K (u) E L ([o, +o], }), utf) E La([o, 十 cc], 二 )， 在 


wolu) € L,([0, 十 co], 工 ) 中 求解 方程 


gw a| —K(#)eGyao = fo. 
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6.1 Hilbert 变换 


考虑 积分 方程 
二 | 2 dy = f(a), a<r<b, (1.1) 
pa) -èf $ Pay = fGo, a <<= <b, (1.2) 
其 中 f(x) € Lz[a,6], a,b ARAT, 在 L,[a,b] 中 求解 . 这 里 积分 核 为 
K(z—y) = — 


=— œ, b =+ so, (1.1), (1.2) 就 是 卷 积 型 方程 ,不 过 其 核 K(xz) = 
éL, +o] 故 不 能 用 卷 积 公 式 求解 . 


首先 注意 (1. 1) , 《1. 2) 中 的 积分 在 x = y 时 具有 奇异 性 ,因而 一 般 不 存 
E. 这 种 方程 更 确切 地 称 为 含 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 .方程 中 积分 的 意义 
是 在 所 谓 “ 主 值 ” 意义 下 理解 . 即 理解 为 如 下 极限 的 存在 
lim (六 +P ) )£22ay = = lim ale, ac ye — ay, (1. 3) 
定义 6.1.1 当 a = 一 co, b =+ i, FRRO. D FE, 则 称 之 为 
g(x) 的 Hilbert 变换 , 记 为 


Hg = |“ 2O) iy, 一 co < z <+ ceo. (1. 4) 


TJ — ry 


x |= d 


6.1.1 Hilbert 变换 的 存在 性 及 其 性 质 


设 (Xx) 是 (一 ce， + eo) HARTEN 如 果 极 限 
dyly) 


leyi >e x~ y 


alr) = im 一 (1.5) 
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存在 的 话 , AKCz) 叫 函 数 , w(z) 的 Hilbert-Stieltjes 变换 . 对 于 它 的 存在 性 有 如 
下 定理 ， 


定理 6.1.1 (一 oo, 十 co) 上 的 有 界 变 差 函 数 (Xz) 的 Hilbert-Stieltjes 变换 
ZC) 几乎 处 处 存在 . 


EMKO, 
根据 本 定理 可 证 明 (1. 4) 的 存在 定理 ， 


定理 6.1.2 Žo) € [一 co, 十 co], 1 <p<+o, R| gl) 的 Hilbert 
变换 (1. 4) 几乎 处 处 存在 . 
(Q) = 2 dy. 


W e€ L, AI a) 绝对 连续 , TE Ca) 为 有 界 变 差 函 数 . 此 时 (1. 4) 即 为 
(1.5)， 由 上 一 定理 ,(1. 4) 几乎 处 处 存在 . 


其 次 考虑 1 — p <+ oo, 设 方 十 二 =1, 由 Halder 不 等 式 ， 


1 

>. ay] < lgl (| ,> = < e°. 
作 
其 中 a 为 任 一 正 数 . 当 e 之 0 O RAD 

[es 
lz—y|>e 2 {lz-yl>e}N {lyls2a) 工 一 y 
go dy <+ 2>. 
令 。 
g, (z) = p(x) — p (z), (1.7) 

则 


O 定理 的 证 明 宛 长 . 请 参阅 河田 龙 夫 著 ( 周 民 强 译 )Fourier 分 析 》， 高 等 教育 出 版 
kE, 1984 年 , 第 311 ~ 319 页 . 
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+| py) dy= + gW) dy + 1f g: (y) dy 
1z 一 y|>e Ty lz-yl>e T y lz—yl>e Z — y 


= li + L. 
其 中 每 个 积分 都 是 存在 的 . 33 —a << z < a BF, 考虑 se 一 十 0 时 了 Th , L, 的 极限 
ESTE. 首先 
(lawlar= [” 1eGo1dz< l ell pa <+, 
所 以 p(x) € L, , H p = 1 时 的 讨 Y EH lim m 对 于 数 轴 上 几乎 处 处 的 z 是 存 


在 的 ,更 在 | z| <a 上 几乎 处 处 存在 . 
其 次 , 由 于 |y| < 2a BF e; 0) = 0, 所 以 当 |x| <a He 充分 小 时 ， 


L = 1f P2 £2 = LO) dy 
(|z—y|2>) Y(|x1Z2a) Z— y TJ |y =a z — y 
显然 L, 存在 且 与 s 无 关 . 
上 面 已 证 实 ，Hp(z) 对 [一 a,aj] 中 几乎 处 处 的 c FE, 由 < 的 任意 性 可 
知 , 对 (一 00, 十 sc) 的 几乎 处 处 的 z, Ho (z) 存在 . E" 
关于 Hilbert 变换 有 如 下 人 性质 . 


定理 6.1.3 2 f € L,[— o, +o], WJ 
(D Hf(z) € L,[—ə, +c]; 


(2) l Hfl = l| fll, HHI =1; (1.8) 
(3) F(Hf) = i sgns F(A; (1. 9) 
(4) lim | Hf — (HÐ, ll; = 0, (1. 10) 
其 中 
— 1 3) 
(HP), = T|. dy: (1.11) 


(5) ( 反 演 公式 ) # He = f, f € L,[— ee, +o], 则 


=— Hf = -2 SO ay 
一 ce 立 一 了 
(6) H* =— H =H}; (1.12) 
(7) f—H/f Lo, +eo]#] L,[— co, +co] 6 $ 2-0 88. E| 10k 
H; 
(8) 设 f,g E La, 则 有 
(Hf,g) =— (f, Hg), (1.13) 
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证 作 
l, 0o<e<lz|<y<+%, 
K,,G) = 4 2 
0， KE. 
令 
Al fay) 
(Hf), G Ê | dy 
1 [= 1 
=P fæ- Kody = l/rKyg. 0.15) 
B f € L,, K,, € Lis 从 而 f * K,, € Lrs 由 定理 5. 2. 3 ( 卷 积 化 为 乘积 ) 
FUH a) SJEF + F Kq). a. 16) 
计算 
_— 1 e . — /|2 [n sinsz 
F(K,,) i £ dz T :| x dz 


[si 
= i (sgn DV sinug (1. 17) 


lim F(K,,) = i (sgns) 
E 一 十 0 
1 一 十 co 
于 是 由 (1. 16) 得 
lim F(CHf)D,,) = i (sgn) FA. 


m eo 
显然 F(K,,) 关于 eys 有 界 ， 故 存在 常数 M > 0， 使 
IFCH) | SMFP), 
从 而 
| EUCH) —i sgns FOO |? < AHMP | F(/) |°. 
MF € L,, 由 控制 收敛 定理 
lim | FCH a) —isgns FC) |l? 
7 一 十 co 
_ . e° —: 2 — 
= im [LIED i sgns F(f/)|?ds =0. 1.18) 
wa. 
因 isgns FU) € L,, 它 必 为 某 函 数 g(r) € L, 的 Fourier 变换 . 于 是 由 
Parseval 等 式 得 
| FO(CHf),,) — i sgns FCP |. = |l (Hf), 一 有 | >. (1.19) 
由 《1,18),《1.19) 知 


Hilbert 变换 E 


另 由 (1. 15) 及 定理 1. 2 知 


3 一 十 co 
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Li. m. CHP) = z. (1. 20) 
e 一 十 0 
1 一 十 co 
. 1 LD 
im (Hf), (z) = lim | TX—Yy dy 
ie 
= (Hf) G). (1. 21) 


从 而 g(x) = (Hf) (xz), a e., WME 
I Hfl = lgl: = IF |], = lisgns EF |l: 

= IÍ Fe) |, = l Zl. 

这 说 明 Hf € Lı, 于 是 定理 结论 (1) , (2) 成 立 . 

Hh Hf =g RF) = isgns F(A) 得 
F(Hf) = Flg) =i sgns F(A. 


这 就 是 结论 (3). 
由 (1.21) 知 


lim Hf ez) = (Hf), G. 


根据 Fatou 引 理 


I Hf = HDN = f 


| Hf—(HD.,, ll: 


+4 


lim | (Hf) Cz) — (Hf) G) | d> 
Too 


< lim |” CHACO — HP CG) |2d= 


Usa 


= lim || Hf —(Hfy,, 12. 
7 一 十 co 


.然而 由 (1. 19) ,(1. 18) 知 


+ 


= lg—Hf6 l = LEOD SFH) ll; 


一 0 (e 一 十 0， 7 一 十 cc)， 


故 得 | Hf — CHP): Il 2 — 0 (e —-+ 0), 这 就 是 结论 (4). 


为 了 证 明 (5), 对 


施行 Fourier 变换 ， 由 


两 边 用 下” 作用 得 


Hç = f 


结论 (3), FHo) = i sgns Flo) 
Flo) =—i sgns F(f) =— FHP). 


=— Hf. 


若 将 此 解 代 入 (1. 22)， 有 


这 就 是 结论 (6). 


HO H) f = f. 


(1. 22) 


=F. 从 而 
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现 证 明 结 论 (7). IHES E L, BOMH E Lr; RZ, 任 给 g C L, 
则 一 Hg € L;, H HC Hg) = g. 这 说 明 f — Hf 的 映照 是 L, — L, 的 满 
MAR BIE fa. f; € L,, B Hf, = Hfz, 则 用 一 日 作用 后 有 fi = fo. 


结论 (6)， 
(Hf,Hg) = (f, H* Hg) = (f,C— H)Hg) = (fg). 


这 就 得 到 结论 (7) 及 (8) 之 (1. 14). 最 后 


CHE) = (f, H*g) = (f, — Hg) = (f, Hg). 
这 就 是 (1. 13). E 
对 于 f(z) € L,, 1< p <+ =o 时 ， 有 如 下 定理 , 我 们 只 叙述 不 证 明 ( 暂 
时 也 不 利用 它 ). 


定理 6.1.4 E fG) € L,L— so, + so], 1 < p <+ o, 则 
Q) Hf €L, eo, + e]; 
D ]|H/|; <A,l fl, Ap ERRAT p 而 与 三 无 关 的 常数 ; 
《3) | Hf Hf ||, —> 0, e—+0; 
1 
p 
(Hf ,8) =— (f, Hg), 
(f,g) = (Hf, Hg); 
©) # He = f, f € L,, VARRAR 
p=— Hf (a.e.). 


(4) 设 f EL,g€L;1<p<to, +Ç = 1 则 


注 p=1B B f€ ,但 Hf 不 一 定 属于 Li. 例如 f(z) = — 


而 Hf = —. 车 再 设 Hf € L, 则 有 以 上 反 演 性 质 (5). 


1 二 + z 
6.1.2 一 些 例子 
由 Hilbert 变换 的 存在 性 及 其 性 质 , 结合 Fourier 变换 , 可 以 解决 一 些 积 
分 方程 的 求解 . 
例 1 解 方程 


K = 1|" — > PDY = S, (1. 23) 


T0 cos z — cos 


其 中 f(x) € L,[0,r]， 要 求 在 L,LO,z] 中 求解 . 
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首先 , 方程 的 积分 在 z = y 有 奇 性 , 应 理解 为 主 值 , 它 的 存在 性 可 以 这 
样 看 出 : 令 


u= cosy, u= cosz, @(arccos%) = p(o), 


则 
ro siny wd 9 
| osr cos y P dy L uu ful <1, 
而 
| | ?do 一 | si 2 7 2 
— gı C) |2 do = Usiny ley) 12dy < aP) dy <+ e°. 
令 
一 gı v), lul < l, 
(v) = 
É ü vl > 1. 
则 


z si œ (v) ~ 
Í Y op(y)dy = a-du = Hoi. 


0 ,COST— cos y 
由 定理 6. 1.2, 对 几乎 处 处 的 wx € (~œ, +o), Ho, 存在 , 特别 当 |u| < 
1 时 He, 几乎 处 处 存在 . 于 是 上 式 左 端 积分 在 0 声 工 声 中 几乎 处 处 存在 . 
与 (1. 23) 同时 , 还 考虑 伴随 方程 


K' P =— |" sinz 一 一 SnZ ply)dy = glx), g(x) € LLO, x]. 


0 COS£— COS y 
(1.24) 


首先 人 三 snmz NN 及 | 二 | U [Z cosns] W Lo [0 , xr] 空间 中 


的 标准 正 交 完备 系 . 任意 pE L,L0,=z] 皆 可 按 它们 展开 . 故 先 考虑 它们 在 天 - 
以 及 天” 变换 之 下 的 象 . 
K sinnr = 1f sin y sin ny d 
0 cos z — cos y 
_ 1 fr cos (n= Dy— cost Dy 
 2xJo cos 工 一 cosy 
1 fr elo) y — eiGetHl)3 


2] — ez + e iz — ey — e 


一 y 


1 
i 


= 一 元 = =" A > = s 
2rij lzi=1 (z— ez)(z— e= sy dz ($ z = e”) 
= COSNT, n = 1 2，…. (由 留 数 定理 ) 


用 类 似 方 法 可 计算 出 
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K* cos? = sinnr, n = 1,2, K*1=0, 


从 而 
K* K sinnz = sinnz, n= 1,2," (1.25) 
对 任意 的 pE LzL0,xj, 有 
e= Sa, /2 sinz=, (1.26) 
n=1 
则 
K* Ke = Da 2 K: K sinne = g (1.27) 
n=1 
BJ K* K = I, K* 为 K 的 左 逆 算 子 . 但 
KK * cosnz 一 cosnr, n= 1,2,.…, (1. 28) 
f KK*1 一 0. 
故 K* 不 是 五 的 右 逆 算 子 . W o € L,[0,=], 
y= bo + 22 T bscosnm, (1.29) 
则 


ñ AB 1 
KK * y= DFbcosnr = — FA = pc. 
现在 对 (1. 23) 求解 . 01.23) HA, 且 其 解 为 (1. 26), RAA. 23) 得 


> /二 acosmr = f(z). (1. 30) 
n=1 . 
积分 有 
fwdar = o, (1.31) 


反之 , (1. 31) 成 立时 方程 (1. 23 必 有 解 ， 且 解 唯 一 . 事实 上 , 设 由 (1) 张 成 的 
空间 为 Ho, 由 (1. 30) 知 f < Hs 一 tcoszxz) > 则 


fa) = DZancosm = > šK sin x= 
n=1 x n=1 x 
= K (Do |Z sina ). 


则 右 端 括号 中 的 函数 就 是 解 . 这 就 是 说 ，Ke = 了 可 解 的 充 要 条 件 是 (1.31) 
成 立 . 设 (1. 31) 成 立 , 则 有 解 (1. 26), 又 由 (1. 30) 


a, 一 Ero, |Z cosny dy, 
0 n 


代入 (1. 26) 得 


 —— T 
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glz) = > (firo — cos ny ay 一 Sin nx. 


或 者 , 在 (1. 23) 两边 用 K* 作用 ,又 可 得 解 的 男 一 形式 


—— Lf" sinz f) dy 
P= K f= i cos z — COS y C1. 32) 
最 后 求解 (1. 24). 设 (1. 24) 有 解 (1. 29), RAC. 24), 得 
K*y= >p A sina = g), 
n=i 
=Í /25 = -.. 
和 一 | 7 Sinny g (y)dy, n=l,2, 
代 回 (1. 29, 有 
gÇ) = =+ > ( JZ sin ny gody} Z COSNT 
bo 为 任意 常数 . 24) AAA K 作用 , 有 
1 
— —b = K. , 
2 Jr 0 8 
即 
4 一 Zh + KE = c+ LF Pars (1.33) 
其 中 * 为 任意 常数 . 
例 2 求解 
二 六 po dy = f(t), <€ l0, +], f € L,[0, +]. 
njo 2 十 y 


f ”这 个 方程 令 y =u JARAH K (au) =, (B KG) = ¢ 


万 [0, +], 故 不 能 按 5.3 节 对 (3. 9) 的 方法 求解 . 现 作 变换 把 区 间 变 为 
[一 ce ,十 ce] 以 便利 用 Fourier 变换 . $ 

r= e, y=, WD = gee, gE = fE, 
则 原 方 程 化 为 卷 积 方程 


工人 a g= 

LT he g (2). 
按 常 规 作 Fourier 变换 

V 2r 


由 留 数 定理 算 出 
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l . 
ch > 
代入 上 式 解 出 y (如 果 下 述 积分 存在 的 话 ), 得 

gO = F* [ch Fs Fo) 
最 后 回复 到 原来 的 变量 就 得 到 解 . 
类 似 地 , 可 考虑 求解 方程 


_ A [t° eo) L, — 
glx) 4 | ， rL y T. 


例 3 工 | $Q) iy = fl), z€ lo, +o]. 
XJ0 Ty 


i f(x) € L2[0, 十 ooj, Æ L,L0, +20] 中 求解 . 

方程 中 主 值 积分 存在 性 很 容易 证 明 , 只 须 当 xz 过 0 时 , £ eÇ) = 0, 积分 
就 成 为 Hilbert 变 换 . 由 定理 6.1.2 可 知 对 几乎 处 处 的 x € [0, 十 cc], 主 值 积 
分 是 存在 的 . 

解法 一 ” 依 上 例 同一 变换 , 方程 可 化 为 


1f gO) ag 
HT Bep g(2. 


F(a) = 3 


1 [f° x —i 
= 一 一 hç F(g)e ds, 
=! 28 G 


按 常 规 解 法 得 出 


1f” ch(é—7 
WO = 到 | ED SKE y) 


>: e d — 
但 注意 到 | QS 一 0, 故 


= + 1 [° ch — yp 
KO = += | zc dy, 


sh(ë— 7) 
其 中 c 为 任意 常数 . 回复 到 原 变量 


dr. 


= < _l[%°z+y 1 
glx) = Ap zy yg D (1.34) 
一 1 1 1 1 
š Í = - _ 一. 
解法 二 <= I cos£ 2°? 1 十 cos7y 2° 


gQ) siny _ fx) sing 
yD 1+cosn 9 (e 1 cos . 


则 方程 化 为 
K' 一 工 | — iE ypdy= gO. 


njo cos £ — cos? 
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由 (1. 33), g= c+ Kg, Bl 


“z+ 
=£ Zo pL = fdy. (1. 35) 
2 


(1. 35) 与 (1. 34) 外 形 不 同 , 但 两 式 相 减 得 


一 1 1 1 1 
=== 今 = 一 一 一 = 一 一 一 一 一 一 一 


TD = 2 ya = L 
yD 1+ cosy g lF cosë' 


则 原 方程 化 为 
— 1 ny = 
Ky = if sD dy ~ #9. 
由 例 1 知 ， 当 且 仅 当 
KO, 
时 方程 有 解 , 且 其 解 为 少 一 一 开 * 必 ， 回 到 复 变数 ， 即 在 
e FO 
F Fy =0 (1. 36) 
时 有 解 ， 其 解 为 


p) =— hr Gile, V? = f Oopdy. (1.37) 


这 个 解 的 外 形 与 (1. 352 S es e 35) 减 去 (1. 37) 得 到 
C he SO jy 


Vx erT) 


但 结合 条 件 (1. 36) 便 知 上 式 为 c/ Vz. 这 是 合理 的 . 
当然 我 们 一 定 会 同 例 2 一 样 ,考虑 方程 


这 里 的 方法 均 失 效 了 , 详细 解法 放 到 下 一 节 去 讨论 ，. 
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1 
例 4 fey (= — —)eGDdy = f(a), (1.38) 
其 中 f(x) € L[0, + ee], z € [0, +o], Æ L;L0, 十 ce] 内 求解 . 
解法 一 x= e”, y= e, 将 原 方程 化 为 卷 积 方程 
1 1 1 
+ (me DE) Dd = z€, 
GD, ge) 的 意义 同 例 2. 从 而 


ch -7 5 
F) = Fl(g), 
1 一 ish 亚 5 
2 
eich Ls 
w=} g(é— 2dy| 2 ds. 
=i sh -5s 


用 留 数 定理 计算 内 层 积分 , 得 
_ 2 (E— me 
we =2| ERa 
回 到 原 变量 ， 则 有 
_ 1 [í 1 1 
glx) Lf (at). 


解法 二 将 p(x) 作 奇 延 拓 ， fz) 作 偶 延 拓 . 在 (1. 38) 中 用 一 二 替换 》 


得 


f=» =I (dy 


oif; 1 1 
| ( Kass jedd y=) 
_ 1 ° 1 _ S 
i E Ody. (1.39) 
(1. 38) 与 (1. 39) 相 加 , 得 
fz) = _ (sd (1. 40) 
令 
He ) = 工 | KASZ 
pT — r—y ys 
则 
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改写 (1. 40) 为 

+ (He z) — Hp(z)) = fGD, 
两 边 用 H EFI, 根据 HOC H)e = o, 有 


—o(— x) = 一 2f” /AW 
p(x) — gl o -2 -2 Tay (1.41) 
将 上 式 中 工 换 为 一 x, 有 
en G = 2 |" -二 dy [É 2 Lay, (1.42) 


将 (1. 41) 减 去 (1. 42), 得 
-2 (1 1 
tpo = _ [ +y) od, 


zy 


Bp 


w -2 to 


ry 
= (= (z ti) dy (x0). 
#l s 1p Pay = = fa), 
. Tq r— 

其 中 f(x) € Ls[ 一 1,1j, —1 < x< < 1, 积分 为 主 值 积分 . 

令 |z| > 1, g) = 0, 方程 左 端 便 化 为 Hilbert 积分 , 故 对 几乎 处 处 的 
=€ [—1,1], 主 值 积 分 存在 . 

以 下 总 令 工 一 cosE，y = cos 7. 

解法 一 $ glosy sing 二 Gp, flos sing = gE), BIEWEN 


K* y=— 1f — SŠ pdy =— gO. 


0 cos & — cosy 


故 
=c—Kge = — [r sing _ 
KO =c Kg = c |. cos — cos DA 
或 即 
C _ 1 1 一 区 LO) 1 
ro = == i dy (1.43) 


解法 二 S glos = 40), eos =}, RIEK 
K} = F siny Odo = X8. — 


0 cos ë — cos 7 
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wR "coa = 0 时 有 解 


Ze = K" z =— | rere dm 
或 即 
œw 一 二 | = Lay, (1.44) 
其 中 fG) 满足 
l -ayso (1.45) 
Z 


利用 (1. 45) 不 难 证 明 ，(1. 44) 与 (1. 43) 之 间 相 差 为 二 二 


二 7 了 2 
6.2 投影 定理 


为 了 求解 (1. 1) ,(1. 2) 型 的 奇异 积分 方程 , 我 们 来 介绍 投影 方法 . 它们 
主要 基于 L, 空间 的 投影 定理 、 乘 子 定理 、 边 值 定理 和 因子 化 定理 . 本 节 首 先 
介绍 投影 定理 . 

定义 6.2.1 定义 空间 Li 及 Lz 分 别 为 如 下 集合 : 

L: = (ele € L:i, +]; Fe) =0, s> 0), 
L; = {ọlẹ € L,[— o, +]; Fle) = 0, s < 0}, 
容易 证 明 L7 ,Lz 构成 Lz 的 线性 闭 子 空间 . 


(2. 1) 


定理 6.2.1 L: 空间 可 以 分 解 为 [ 才 与 L; 的 直 和 . Ep L, = L7 OL. 


证 i/c h, geL, HU, Es n 
(fsg) = (FCP,FCe)) = | Ks) EZGDds = 0. 
这 说 明 空间 12 与 L2 互相 正 交 . 
其 次 显然 有 
L; OL = (f+g| f € LZ, g € L;) Ll. 
关键 是 证 明 L, < LZ OOL. 为 此 对 任意 wp € L, 令 
yi G) = +(e+iHg), p) = +(g—iHe), (2. 2) 


投 影 ERD a 


Hp H Æ Hilbert 变换 ,由 定理 6.1.3 知 gj,p_€ L: 而 且 由 (2,2), 它们 由 
2 唯一 确定 ， 计 算 表 明 


Flp) = + (FG +iFCHg)) = + CF(@) — sgns F(g)) 


_ 0, s> 0, 
_ Fa ， < 0. 
同 理 
Flo), s>0, 
. Pp) -七 s <0. 
于 是 PE Li, gE Lz. H (2.2) 
e= gt e. (2. 3) 
ü L, — L; @ L. B 
注 1 (2.3) R: L, 中 任 一 元 素 可 分 解 为 L: 中 的 一 个 元 素 和 Lz 中 的 
一 个 元 素 之 和 ， 而 且 这 种 分 解 是 唯一 的 . 我 们 把 (2. 2) 决定 的 gp 及 gq 称 为 gp 
EL 及 Lz 上 的 投影 ,另外 , 由 (2. 2) 还 得 出 
He =—i(e@,—e 2. (2. 4) 
这 也 经 常用 到 |. : 
注 2 L; NL = (0). 事实 上 , 当 AE L; NL, EGAP = 0, BD 
f = 0. 这 一 性 质 , 在 下 面 求解 中 将 反复 用 到 . 
例 p(T) 一 入 人 2O) dy = f(x), (2.5) 
KJ—° Ty 
其 中 f(x) € Ls[ 一 oo, 十 oo], 且 方 程 要 在 L ee, 十 ce] 中 求解 . 
B ”利用 (2. 3) 及 (2.4)， 原 方程 化 为 
ee + Al gp) = fyt f-. 
H 2, 
(tADog mf =— (—à4bDe-+ f- = 0. 
(L;) (L7) 
(1) #1 +i, WJ 


故 
_ ff f 
9 一 te= TA IA 
_ (t f) — iC — f) _ f+3Hf 
1 十 入 1+2 ` 


(2. 6) 
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D 若 ) 一 一 (0 一 iDg_= 广 , 于 是 广 一 0, He HEFL 的 任意 
函数 , 而 o. 一 fE. 从 而 


e= +f = a f. 
同 理 可 讨论 1 一 一 i 时 , e= e. ++, gi 是 属于 L 的 任意 函数 . 
从 本 例 出 发 可 以 求 出 方程 


1 二 | 2 gy =— = f(x) (2. 7) 


的 解 . 只 要 在 (2. 5) 中 以 一 — ACO RE FG), 然后 两 端 以 除 之 ， 且 令 4 一 
So, 这 就 得 到 方程 (2. 7), 相应 地 在 解 (2. 6) 时 也 进行 这 样 的 手续 ， 得 到 


这 与 定理 6. 1. 3 之 结论 (5) 相 一 致 . 
6.3 FZR 


如 果 plr) € L; d7) , 在 求解 方程 (1. 1),(1.2) 的 过 程 中 ;用 glx) 乘 某 


一 函数 a(z) 时 ,乘积 aCx)g(z) 是 否 仍 属 于 LIL)? 这 是 本 节 乘 子 定理 
所 要 回答 的 问题 . 


定理 6.3.1 olr) € L]. z= r-+iy. 
(1) 若 a(z) 在 ?之 0 连续 、 有 界 , 在 y 之 0 解析 且 az) € L,[— eo, 
十 co]， 则 alr)olz) € Iz. 
(2) Falz) £ y> 0B z= £(Imt> 0) 处 有 7 阶 极 点 外 解析 ; 在 
y Z 0 B: z = t #Fi£ £: B kk z 一 所 的 任意 小 的 邻 域 后 为 有 界 ; 
alx) € Lj;L— so, +o], 则 对 适当 的 al ,az sans 


n 


aCz)pCz) 一 GD E€ L. 


a- G — Dp: 


”证 我 们 注意 到 结论 (1) 是 (2) 的 特例 , 故 只 须 证 明 结 论 (2) 即 可 . 显然 


I aG) ER, a(z)e(z) € L. x— € Lz 从 而 
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n 


a(=)e(z) — >; < € Lz. 


k=1 


现 只 须 证 ， 适当 选取 CQ] |+Q2 s* 301 使 当 S > 0 时 


n 


_— SA _ 
| F(alz) pz) > gap) 0 (3.1) 
即 可 ， 为 此 我 们 分 以 下 步骤 考虑 . 
(1) i 
-一 Qk 
clx) = > C—O 


求 c(Cz) 的 Fourier 变换 当 s > 0 时 的 值 . 
f s> 0, 在 上 半 平 面 应 用 留 数 定理 ， 得 


re -Bn giye 
— 2zi d is 
eq Di fe z=t 
m i kli 
zone isẹ (3. 2) 
£ Vr kD! e)s € 
我 们 只 须 证 明 此 时 F(a(z)g(z)) Ahr Est, 
Dase st (3.3) 


即 可 ,其 中 b, 为 常数 ; 因为 这 样 就 可 选择 ars (EIG. 1) 成 立 . 
(2) EL}, Fo = ols), $ 
að = al(z)e ls, e>0, 
Ji) a.) € Lz N Lis 设 Fla(zr)e*l71) =å, Gs). 由 定理 5.2.2， 


F(plr)alr)e ll) = )aCs—odo. (3.4) 


.= 让 | zc 
at V3 
(3) 为 求 出 > 0 时 a.(s) 的 表达 式 . 
为 确定 起 见 不 妨 设 Reg 盖 0. 设 f(z) 一 a(z)eszeiz ， Tr 为 lz| = RJ 
时 针 方向 在 第 二 象限 中 的 部 分 , 在 第 二 象限 中 应 用 Cauchy 定理 : 
Paa CDererdz 十 | fdeti ate ay = 0. (3.5) 
对 充分 大 的 RR， 


[es 


= || aR eR R Redo 
2 
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< RM| r RoR sinoda (其 中 M 为 |a(z)| 在 y 之 0 时 的 上 界 ) 
2 
一 N e =R cose—sFR sina do 一 RM| e R sin( £) —sR sina dy 


<rMl: RŠ ( 3a) —Rš da 
0 
= M_1 CR —R)>0 (R>+). 
2 e—s 
由 (3. 5) 得 
P alejet tdr =—i [aiye dy. (3. 6) 
在 第 一 象限 中 考虑 对 函数 g(z) = a(z)e *zebz 用 留 数 定理 . 设 Ik 为 |z| = 
在 第 一 象限 的 部 分 
IO -ez sdz 十 | gœ d+i f, aye dy 
= 2ri Res(g(z) ,@ 


2i n ztisz 
- 2 Ee- Da (z) e es J|. 


由 关于 al) 的 假设 , 在 > 一 5 附 近 
alz) = blz) + >< 


(8.7) 


GÇ p 
其 中 bC) 在 zx 一 5 处 解析 . ARG DO 在 z= 二 < 处 的 0;1,…,n 一 1 阶 


Res(g(z), = s ; £ —L — Hm eetis] e 


=  — _ ; — =y—k ] Ü) (i)z ] Or-1—j) 
一 St o] Le ==: 
_ n 1 

_ > (n—1)! 


— ak ;Nk alis) 
2 qp eT e . 


a, 以 及 


aC Cn— k)! (—e + is) le or 


W rg =D! 2x m 


rls) = N rlis—e)*! emot, (3. 8) 
k=1 


类 似 地 可 证 明 R -> 十 co 时 | ， 一 0, HHG. D, 
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N ala) dz = r(s) +i aG) yy dy, (3.9) 
将 (3. 6) 与 (3. 9) 相 加 , 得 
s aloe! et dx = r(s) +2| atiy) siney €? dy， 
从 而 
a, (s) = == +2| ay) siney e > dy). 


代 人 (3.4)， 得 
Flalr)olr) eelzl) 一 1 Ë. ola) P 5 rlils — o) — e]! eli(—o et 


k=l 
+2[7 aliy) siney e 94) ds. (3.10) 


(4) 考虑 上 式 当 s 一 十 0 时 的 极限 . 因为 
Jalaja siz ez | < lagla), 
而 az)g(z) € L,[— 20,20], 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ，(3. 10) 左 端 可 在 
积分 号 下 取 e -> 十 0 的 极限 . 对 右 端 可 分 为 两 项 ,其 中 第 一 项 为 


° . 
2 [eo s riLiCs — o) 一 可 后 eli olg 
T = 


= e t z sea tia — o) —el! eE ds, 
EGGO J 展开 成 e 的 多 项 式 , 从 而 se- 十 0 也 可 取 极 限 ; 而 对 另 一 项 ， 
| AP plo) (| a(iy) siney e Dydy) Jdol 


<s. | go) Ç d 一 0，e 一 十 0， 
x 


— 
其 中 Mi = M| udu. 这 样 一 来 ，(3. 10) £ e -> 十 0 取 极 限 有 
F(aGz:)e(=)) 


= z-e sf po Dinli -oJ eit do 


= Pn Ds) pocota 
T k=l j=0 一 


nml n 


— ais CRD! 0 oe) SEA 
=e 2 ji" (Dn ZT Di 27(R 一 1 一 分 ! .| ws ( o) ido), 
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右 端 确 为 (3. 3) 的 形式 . - E" 
El 证 明 中 假设 了 Ret£>>20. 如 果 Re5<0, 无 非 相 应 地 在 第 二 象限 用 
留 数 定理 , 在 第 一 象限 用 Cauchy 定理 , 这 一 点 读者 可 自行 作出 .如果 Reg = 
0, 则 用 推广 的 留 数 定理 可 以 证 明 0. 
注 2 本 定理 可 推广 到 a(z) 在 实 轴 上 有 有 限 个 点 处 有 弱 奇 异性 的 情形 . 
即 除 本 定理 的 假设 之 外 , 设 在 实 轴 上 的 点 >; 处 , 有 


a(z) = O( Imz > 0, 0<o < 1, ¿= 1,2,n. 


1 
GIEN) 
定理 的 结论 仍 成 立 . 这 只 要 在 证 明 中 应 用 边界 上 有 有 限 个 点 具有 弱 奇 性 的 
Cauchy 定理 和 留 数 定理 即 可 . 

注 3 本 定理 可 推广 到 上 半 平 面 y 之 0 内 有 有 限 个 极点 的 情形 . 即 aCz) 
EET fE. S l Ga TAIE nions n, 阶 极点 外 , 满足 相应 的 解析 、 连 续 、 
有 界 等 条 件 ， H alz) € L,[— œ, +æ], 则 存在 着 Qji o’ Jj 一 1,2,*- l ni; z = 
1,2,…,m, 使 


m n, 


x) 一 Cl. 3.11 
a(z)e(x) 2 C S l: (3.11) 


至 于 在 实 轴 上 也 有 有 限 个 极点 的 情况 也 可 推广 @. 
注 4 车 olx) € Lz., 只 要 a(z) €E 工 ?[ 一 co， 十 co J, 且 在 下 半 平 面 满足 
相应 的 解析 、 连 续 、 有 界 等 条 件 时 , 则 存在 常数 ui ,az ,… ,a,, 使 


_ SA a - 
a(z)p(z) > C Dš € L; , 


其 中 = 一 “是 在 下 半 平 面 (y < 0) 函数 a (z) 的 nn 阶 极 点 . 这 时 也 能 作出 类 似 
于 注 1 至 注 3 的 议论 . 


例 求解 
glz) -àf PO y = fa), ro. (3.12) 
KJO Ty 
已 知 f(x) € Lz[0,; 二 oo], 2 ¢ [—co,—1J], B 
[tlf ldr <+, (3.13) 
1 1 2 
Prowl dz <+ ce, (3.14) 


解 当 z 过 0 时 , 令 f(z) = gla) = 0, 则 按 (2. 2) 的 记号 , 有 


DD 见 路 见 可 ;《 推 广 的 留 数 定理 及 其 应 用 》, 武汉 大 学 学 报 ， 自然 科 学 版 ，1978， 
No. 3: 第 1 一 8 页 . 
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potialg ge) S= fs, zx>0, 
e To = 0, = < 0. 


p= pG), — s < r <+es, 


1+Ai 
po =d TTA TO» 
1, z<(0. 


设想 p) 能 写成 某 一 在 上 下 半 平 面 解析 函数 oz) EDE ga) 一 


及 负 边 值 q G) = lim glx) =R, BH 
y= 
q (=) 
J (3.15) 为 


T e= e + <. 
这 就 有 希望 用 乘 子 定理 及 投影 定理 来 求解. 
我 们 给 出 
qlz) 一 (一 z)2， 
1 Ai 


P ni "TEAi 


(8.15) 


G. 16) 


Jim qlz) 


(3. 17) 


(3.18) 


(3.19) 


Macar HH x, 于 是 | Reol <4, Ha? € [>01] TF 


容易 证 明 ，| Rep| < +. BE q = C z)e = en? 这 样 的 分 支 ; ERF 


正 实 轴 后 , In( 一 z) # z = x= < 0 93248. 于 是 
q(x) = fe r> 


(一 x)’, T < 0. 
ino P, : 0, 
q (z) = 人 r> 
(—x)°P, x< O. 
容易 验证 
+ 
T = p(a), 
q (Zz) 


(3. 20) 


(8. 21) 


从 而 确实 可 化 为 (3. 17). 另外 (3.17) 中 ATE L,[— so, + eo]. 事实 上 , 由 


(3.21), HER z < 0 BF f = 0， 
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B WEMA [ee me hdr 


工 一 Ai 
1+Ai 


N aee | FG) 12dz (3. 22) 
H —1< 2Reo < 1 BÍ #l: 
340 < x< BR, Pe << zl, Aü 
1 1 
| eol7lzdaz<| 二 ldaz<+Hco 
34 x > lit, Pe — x, 从 而 
[Pae f 2de < [zif ldr <+ ee. 
回 到 (3. 22), 这 意味 着 TE L,[— seo, 十 ce], 由 投影 定理 ，(3. 17) 可 化 为 


- _ (qO -+ (q D+ 
q 多 一 一 二 一 4 erTi: (3. 23) 
这 时 还 不 能 断言 of e € L, , q" o, € LZ; 因为 
lalz) | = | 《一 z)2 | = | eReeti Imo) Cn |z| 十 好 ) | 
= — 0 Imp el Rep) ln |z| ， 0 一 argz, lal < x 


34 Reo > 0 FÍ gle) fE z = co 处 无 界 , Reo < 0 f q(z) E z = 0 处 无 界 ， 当 
Rep = 0 FF a) Æ y > 0 s£ y < 0 AR. 在 (3. 23) 两 端 同 乘 以 一 ， 得 


六 o D- _ ë H) 
zi- CDQ a z iA gpa aay 9.24) 


由 (3. 21), W < Rep < + n, 


0 (r) Pee a 1—Ail [° 过 2 Rep 
EIS CES |z —il? de + HAIN popi <+ ee. 
一 十 
从 而 -一 € L. 同样 可 证 一: € L. 
a 一 C (3. 25) 
之 一 1 之 一 1 
E y 二 0 解析 , 在 Reo 关 0 时 从 下 半 平 面 连续 到 实 轴 , 且 |z| 一 ce 时 
— ~a 0 Im Re Re 
C-| Se z| Mlele o, (3. 26) 
z—i lz —il |z—il 


从 而 (3. 25) 在 下 半 平 面 y<<0 有 界 . 由 乘 子 定理 知 , -e E Lr. 当 Rep< 


O BF, (3.25) Æ y < 0 解析 ,可 连续 延 拓 到 实 轴 上 (z > 0)， 由 (3. 26) 知 ， 
(3.25) 在 y 委 0 除去 z=0 附 近 外 有 界 . 而 在 z= 二 0 附近 由 (3. 26) 看 出 
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[c] < <M Te 


之 一 1 


Lap 0<— Rep < Z. (8.27) 


HG. 25) 有 不 足 一 阶 的 奇 性 ( 弱 奇 性 ), 由 乘 子 定理 注 2 仍 有 -2p_€ Lz. 


A- € L, B< tE y< 00, 在 y 过 0 连续 、 有 界 , 故 (3. 24) 左 
边 第 一 项 属于 Lz. 

类 似 的 分 析 用 于 (3. 24) 右 端 两 项 ， Was; Wl 在 = 一 i 处 有 一 阶 
极点 , 由 乘 子 定理 知 存在 数 a, EE 
成 为 


. 这 样 (3. 24) 


q (fa )- a 
zi (Z—DQ D z—i 
(L;) (L;) (L;) 


Gg? a 
= 一 yg 十 
=; € GC DG b — (3. 28) 


(L;) 
对 于 新 添 的 项 一 ,可 直接 验证 , * 过 0 时 


FÍ 1 :)= o, 


Tl1 


H-H EL 最 后 由 (3. 28) 右 端 为 零 , 得 


一 Ga) — 


q (1—Ai) 
不 过 我 们 容易 看 出 = 0. 事实 上 ，(3. 28) 左 端 为 零 , 于 是 为 可 积 函 数 , 然而 
We € L, L € Lz, 从 而 -9 € L,[— 


(3. 30) 


AD-E La 从 而 -一 (AD)-E Llo, +o] FE 


只 有 wa 一 0 才 行 
由 (3. 29) (2. 2), (3. 20), (3. 19). 34 r> 0 时 ， 


工 一 1 
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(fa ti D) L ferte? + ie HCfz?)) 


Pr iere] — AD emere (1 一 人 i 
1 = . 
= FTF) P( fxe + I1H(fxz°)2. 
|J8]Ë z > 0 时 ， 
e= FT fe iHa.) 
H e= gto £, z > 0 RES 
f) Az [> fO 
= . .31 
p(x) + dy (3.31) 


相应 于 (3. 12) 的 第 一 种 方程 为 
LPS 2O dy = fa), (3. 32) 


TJ0 工 一 y 
可 看 成 是 原 方 程 的 f(z) 用 一 Af (x) 替换 再 在 两 端 除 以 人 令 4 一 co 而 得 到 . 如 
果 注 意 到 


.11-Ai_ 1 
imp = lim ss Ip 2 
则 从 (3. 31) 中 进行 相应 的 手续 便 得 方程 (3. 32) 的 解 


1 [f® fly) /y 
dy. 
l. Ty > 


plr) 一 一 


6.4 边 值 定理 及 因子 化 


在 上 例 的 解法 中 关键 是 如 何 将 pCx) 写成 一 个 在 上 半 及 下 半 平 面 解析 函 
十 
数 g(z) 的 正 、 负 边 值 之 商 ， 即 p(x) = = 这 个 过 程 叫做 因子 化 .为 此 我 们 


首先 给 出 边 值 定理 . 
aG) = L|” LD dr, z= r+ iy, (4.1) 


xil 一 co r 
在 ?天 0 时 是 z 的 解析 函数 ， 且 
lim qz) 一 时 (z) =+t op(z)+iHg(z) (a.e.). (4. 2) 
y— H 


i 


I 
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证 Hi yA OB G.D 是 有 意义 的 , 当 p 一 1 时 , —— 在 实 轴 上 有 
界 , 于 是 
la | SE lola 
34 1 < p —+ eo RF, 由 H6lder 不 等 式 


1 
la. |! el, asear tu i < 十 ceo (q> 1), 


证 解析 性 时 , 不 妨 设 Imz > 0. 任 取 上 半 平 面 的 一 点 z, EA z 为 中 心 、 
以 充分 小 的 2d oaa 使 此 邻 域 全 落 于 上 半 平 面 内 . Weth 
FÉ eO y 
| — (r— z) 
是 存在 的 . 估计 
K -a0 Lf e j 
h Tis — (z — z)? 
lol) | 
二 | CT 
K| Ia |z 一 = 一 六 | |+ — z] 
lalf™ | gC7) | > 
< oo Te — 了 [和 一 (h — 0). 
这 就 得 到 (4. D 的 解析 性 , 而 且 可 以 在 积分 号 下 求 导 . 
为 了 证 明 (4. 2), 将 (4. 1) 写成 ， 
Lf” LD y fe etr riy), 
-or Ni (r=) +y 
— 1 Koy d+i L pT) (xz — z) d 


— (z— r) + x° (z — r)? + y 
令 
— y _ z 
P(x,y) = sar Q(X,Y) = = + (4.3) 
这 样 q(z) = g(x,y) 十 i19(x,y)， EPES 
gay) =|? e@(OPG rd aD 
qlr y) = 1 PCrQCz 一 ry)dr. (4. 5) 


把 PCz;y) ,QCz,y) 分 别称 为 Poisson 核 及 共 斩 Poisson 核 ; 积分 (4. 4) 及 
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(4. 5) 分 别称 为 Poisson 积分 及 共 斩 Poisson 积 
证 明 (4. 1) 当 y 一 十 0 时 的 情形 ， 即 须 证 明 f 
lim qlz, y) = glr) (ae), (4. 6) 
y= 


lim g(x,y) = He(z) (a.e). (4. 7) 
y> 


为 了 对 称 起 见 也 记 Hp(zx) = g(z) (注意 B(x) 不 是 函数 p(z) Hipa! ). 
计算 表明 


1 [° ydr 
一 —T= 1. (4. 8) 
=] % (=r) +y? 
我 们 先 来 证 明 (4. 6) ， 即 须 证 明 
n LI _ ydr 
m Lf Cpl) 一 PCZ)) GD LZ 0. 


记 左 端 积分 为 7， 并 写 为 
co dr 

I=| (g(x — or)) — 

三 8 e 十 


2 2 
工 y 


= = I . 
l. thas 1t 


XT L, 有 
_ ydr 
Ih | <| ,sleetD p| r’ +y 
1 — 
< Lf leo e) | dz 
[leo Gl [lprtn -pla 
Jo pz T pT + -y e = T ex T 
y y 
Z r+, 
EPET OLOV 
, 0 
L < y > 0 ( 当 y 一 十 0 时). (4. 9) 


这 是 因为 p(x) € Lp, 1 < p <+ 时 , 对 几乎 处 处 x 有 
站 ec+aD 一 wo)1edr 
lim > 一 


3 一 0 y 


在 站 中 仍 用 Holder 不 等 式 然 后 令 y =— y, A 


0. © (x) 


O WC A. 捷 利 亚 柯 夫 斯 基 著 , 周 晓 中 等 译 ,《 实 变 函 数论 习题 集 》， 吉林 人 民 出 版 
社 ，1982 年 , 第 6.77 及 6.78 题 . 
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r<. 


oe } 


P 
| 一 0 ( 当 y 一 一 0 时). (4.10) 
Yı 


FÆ lim 1, = 0, 
y>+0 
1 
BA < 中 loert ~ e(z)| Zdr 
m 
x) = | |o +r) — glr) | dr. 


由 (4. 9), (4. 10) 知 , 对 任意 s > 0, #TE2n> 0, #Ë 0 < : < 7 Bl, 
yQ) Set, —yC D <Ç ez. (*x*) 
于 是 再 作 


|I | Sof ,+ 
对 上 式 有 端 第 一 个 积分 分 部 积分 , W 
L< pL Hej +2( 人 ea + 二 


= I, +L. 
7 


y) (一 


PRESOS, a, 并 利用 ( x), 
n< +a], sas) = [+T +£) 


I, PEERED, 帮 > 一 十 0 时 它 收 和 敛 于 零 ， 从 而 有 
Tm |, | < 4e. 
yx—+0 
H e 的 任意 性 知 1, -> 0. 至 此 (4. 6) 获 证 . 
现 转向 证 (4.7). 令 


— _— 1 2( 工 一 T) 于 g (u) 
py CT) 上 | dr p du = (Họ),. 


T x 2y T— u 
作 
qlr y) — Py (=) 
=1Í” r _1 gazo 
E LF ga m) =; 二 二 dr | T dr 
LiP oa _ 1 
一 LP pcr T) = zdr Lf MAG T) Ly 
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1 [> 
= 4P (G — o — gato) mid 


2 
{or — 2) — — 1 _ 
P eao pat rrt 
= L, — Ls. 
由 妨 王 1 时 的 (*)， 对 几乎 处 处 的 z, 


[| < 二 | lor- -ert 


< 4P lgeto- pa) dr+t xsl, lor +o — gla) | de 
—0 (〈y 一 十 0). 
2 rco — — 
EA < 二 | [glx T) atl y 
Ry 


T 


x° en el + le +> Tel y 
T Try 


T? 


-2 lato =la 
ley 


T 
完全 重复 估计 L 的 作法 ( 虽 外 形 稍 有 不 同 , 证 法 的 实质 不 变 ， 留 作 习题 )， 得 
出 I 一 0. 这 就 证 明了 
lim (g(x,y)—B,(7)) = 0 (a.e.). 
y—+0 
又 由 定理 6. 1. 2 知 
im gx (z) = im CHe), = He =pl) (a.e.). 
故 得 到 (4. 7). 
最 后 考虑 (4. D 中 y 一 一 0 时 的 结果 . 令 y =— y, 则 * 
_ 1f ecr) _ 1” Po 
qlz) H riy | tC 一 工 十 iy1 dr 
_ 工人 py: dr 十 i fs _eG@) ED 
~ (r — z2° 二 yi Ni (x — r)“ + y 
一 一 2(CZ) +iHe(z) (yı 一 十 0)， 
对 几乎 处 处 的 z 成 立 . 至 此 定理 全 部 证 完 . . E 
现在 我 们 可 以 介绍 因子 化 定理 . 


定理 6.4.2 pO Z 0, p(x) 为 分 段 连续 的 复 函 数 ， 且 满足 如 下 条 件 : 
(> lm a 2) = ]; 


|x| 一 
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(2) EAER PR npa) 为 任 一 确定 分 支 , 而 与 士 co 相连 接 的 
连续 段 中 取 In plr) 为 这 样 的 分 支 ， 使 得 
lim In pG) = 0, 
且 设 lim ID p€) = 0; 
(9) 设 ljnp(z) € Ls[ 一 00, 十 coj], 则 存在 着 yy 天 0 时 的 解析 函数 0(z)， 
使 得 
q' (=) 
q (z) Í 


ple) = (4.11) 


其 中 gt (z) = ima. 


在 证 明之 前 有 一 点 要 说 明 . 令 p(z) = | p(z) | 由 假设 (1) ,(2)， 
0= lim ingl) = lim On| pz)| + i0(2)) = i lim 0Cz). 
=——+ 工 一 十 co Xo 
所 以 lim 09(x) = 0. 又 
工 一 十 co 


1= lim p(x) = lim |p(z)| e) 一 „(lim ez ， 
从 而 
[im Q(X) = 2nx. (4. 12) 
由 假设 (2) 知 ， 此 时 应 取 = 0. 
证 一 般 地 Lnp(z) = Inp(zx) 十 2xni, EP Inpe) 是 满足 (2) 的 分 支 . 
在 这 样 的 前 提 下 才 可 以 设 Inp(z) € Lz. 令 


Qe) = 2. | PD, (y O. 
由 上 一 定理 知 , Q(z) 在 y 关 0 解析 , B. 
Qt G) = 4E npl) HiH Inpa) (ae), 
从 而 glz) = LP E y 0 ET B. | 
qt (z) = et = PH exp |+ H Inpa) | C4. 13) 


故 (4. 11) 成 立 . E 
例 1 ia € [—so,0], 将 


(z) {o [zl <1, 
z) = 
P 1, |<] > 1 


因子 化 . 
解 WW — z< arga < x. 因 a [一 00;0], 所 以 
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-1 1 
|Re(zalna)| <5. 
取 
lna, |zl < 1， 
) = Lsl— eo, +e |, 
In p(x) Jo lz|>1 € LL ] 


即 In p(x) 满足 定理 6. 4. 2 的 一 切 条 件 , 而 
lIng(z) = 去 B lnp(nD) y = Ia | dr lna ip 


1J—o tz 2zi J-r 一 > 2xi 


故 


“= (EP) 


以 士 1 为 支点 , 割 开 实 轴 上 的 线段 [一 1,1], 取 z > 1 时 ln 三] 为 实 值 的 分 


支 , WA 
Ina 
z=— 1,22 
K OJ) > 
9 (7) = Ina 
1 — T \ Èri 
(172) Va, |z| <l; 
lna 
x— 1 \žrzi 
(Z=) ， |z] > 1, 
q (x) = Ina 
1—xzx\2r 1 
(F) gp I< 
此 即 为 所 求 . 
例 2 求解 积分 方程 
gD 2 ays fay, —1< = <1, 
T -1 xz— y 
fx) € L,[—1.1],; 22 g [一 ce， 一 1]， 且 
1 TD 
L dr <H oo 


解 令 |z| > 1BF, f(x) = ge) = 0, ME 
人 =f, |z| <1, 
pp = 0, |z] > 1. 
于 是 


e-=— (o + Ti — e° < z < eo, 


(4. 14) 


(4.15) 


(4. 16) 


(4. 17) 


(4. 18) 
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. 1 十 Aij 
plx) {i lz| <1, 


o= gan HE, a — x< arg tEA <, 由 4 的 假设 ,|Rep| < 
据 例 1 的 结果 ，(4. 14) , (4. 15) 可 写成 
x—1y’ 
_— + ° |=] >l, 
I 
gt (z) = (等 


现 证 明 /q € L,. 因为 | 
[areas = f ror (|a 


— 1—Ail fl 2 = 2 Rep 

= ul. | G) | =| dz, 

H+T-—1<2Reo <1, 故 当 0 二 x 二 1 时 ， o< H= <], 
Ps 二 | dtz Uta < 4 
了 十 之 工 十 并 1 一 并 1 一 好 ` 1— 2: 


从 而 
fino) a caf La 


1—zx? 
而 当 一 1 < z < 0 Bi, 1-1, 
十 并 


zl" 1—< — (1 — zx) < 4 
l+r l+r ` 1 一 z2 


— 2 Re `L 
Wu = dz < e 
将 (4. 19) 与 (4. 20) 相 加 ， 有 
2 
eye |a < f Da to 
= ]—<=<= 


(4. 18) 可 改写 为 


1— ° 
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. 根 


(4.19) 


(4. 20) 


(4. 21) 
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Rep 之 0 时, CE z =— 1 附近 无 界 , Rep < 0 时, 它 在 z = 1 附近 无 界 ; 
Reo = 0 时 它 在 y 之 0 及 y 达 0 有 界 但 在 < 二 土 1 不 连续 , 因为 这 时 

(EE ee cos (1mp = |) (|) 
我 们 仅 就 Reo > 0 的 情况 讨论 (Rep < 0 由 读者 自行 讨论 ). 在 (4. 21) 两 端 同 
Ru 


z—i` 


_ _ ñ _ 
— Ms =e es: (4. 22) 
因为 
， 一 1ve 
G= H (Z) (4. 23) 
在 > 所 0 解析 , 在 z= 一 1 AAIE, 
2] = = em —_ - _ |z—1|Ree 
z—1 P= |z + 1| Fee 


当 z 一 1 及 z~>co 时 趋 于 零 . 从 而 (4. 23) 可 连续 延 拓 到 实 轴 ( 除 去 > =—1) ' 
在 y<0 除 去 < 一 一 1 附近 外 有 界 . BR- € L,. 由 乘 子 定理 之 注 ，(4. 22) 
左 端 第 一 项 € Lz. 类 似 地 , 左 端 第 二 项 属于 Lz. 而 (4. 22) 右 端 , 注意 到 在 
z 一 i 处 , (4. 23) 及 ;有 一 阶 极点 ， 由 乘 子 定理 ， 
LI. Bp 


0 a 
z-i G DQ AD 工 一 
(L, ) (L,) (Lz ) 

+ (fq )+ a 


DA) zi (4. 24) 
Xi (x DUTA) xi 


(12) 

完全 类 似 于 6. 3 节 中 例子 的 分 析 , 可 证 明 a — 0. 由 于 (4. 24) ERIE, KA 

— _Uq )- _ T) 

TD’ aD) 
REH p= gte W, 当 一 1 之 x 过 1 时 ， 
Ye 站 一 e 

Zt = z) |, tes) dy. 
对 于 解 第 一 种 方程 


e= (4. 25) 
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| £ dy = fQ), -1<z<1， 
fGa) € L,[— 1,1]. 可 像 6. >, 6.3 节 末 尾 对 第 一 种 方程 所 做 的 那样 得 到 解 
JE 1 JO) 工 一 > 
JE 一 xr y IFy 
6.5 Winer-Hopf > (D 
形 如 
ad= | Ka- yp Wdy = fG, x=> 0, (5.1) 


的 方程 称 为 Winer-Hopf 方程 ,其 中 
SD € L;[0, eo], K ELi, eN LE, +e], 
把 投影 方法 与 Fourier 变换 结合 起 来 求解 这 种 方程 ， 称 为 Winer-Hopf 方法 . 
这 种 方程 的 求解 步骤 大 致 如 下 : 
(1) #E g(x) 及 f(z) 到 全 实 轴 , 使 z 二 0 时 , f = e= 0. 又 令 


0. T > 0. 
则 (5. 1) 成 为 
po— | KGz 一 yp(y)dy 一 Fa 二 gz， 一 co<z<eHoo。 (5.3) 
(2) 对 上 式 两 端 作 逆 Fourier 变换 


F*(p) (1 —/2=F*(K)) = F*(f) + F*(e). (5.4) 
因为 x 过 0 时 , FF*(q) = 0, 所 以 Fo) € Lz, MEFA € L; , F*Cg) 
€ LT. 于 是 (5. 4) 可 更 确切 地 写 为 


F*(e)pGs) — F* (f) = F} (g), (5.5) 
其 中 E 
p(s) = 1 —/2xzF*(K) (5. 6) 
是 (一 ce 人 上 的 连续 沙 数 (包括 co), 并 设 p(s) Z 0. 
(3) 对 一 一 因子 化 . 


元 ) 
A K) € Li. H Riemann-ILebesgue 定理 

lim F*(K) = 0. 
|sl——+o 


6.2). 
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由 (5. © 知 dim n 3G = =1. . 
取 wa 在 (一 ,十 ce) 上 为 这 样 的 连续 分 支 : 使 lim Inp(s) = 0. 又 设 
Jim Inp(s) =0 
( 即 令 (4.12) 中 n= 二 0, 若 nn = 0 ) 则 在 下 一 一 节 讨 论 ) 
其 次 , Klel 充分 小 时 ， 


|In — 


又 当 |s| 充分 大 时 有 |F*(K)| <> 从 而 


[In P (s) | = [In 1 —/2zF*CK5)| 
V2nxF*(K) < 2r 

VAT A F*(K)|. 

` 1— /2xF*(K) < Ás | 

A KC) € La, AM F*(K) € Lz, 故 Inp(s) EL， 进而 


n =— In p(s) € Lz. 


入 


p(s) 
由 因子 化 定理 , -二 - — ÉO, a 
G O | 

(s) 
(Í) = 3 (5.7) 

PS = FO 
o OSs (p(s) ) FZ exp —Hinp(9). (5.8) 

(4) 应 用 投影 定理 、 乘 子 定理 . (5.5) 可 写成 

q F*(@ — g F* (f) = q" Ft (e). (5.9) 


Eq ”分 别 在 下 半 及 上 半 平 面 满足 乘 子 定理 结论 (1) 中 解析 、 连 续 、 有 界 、 
属于 L, 等 条 件 . 则 


q FEQ € Ly, q'F1(0 € LZ, EEN € Lo, 


从 而 
q F* (e) — (qt FEA) = qt Fl (eg) + (qt FEO. (5.10) 
(L7) (L; ) (LT) (L) 
于 是 
F* (2 = LEU € LZ, 


Fi (g) 一 一 


t F* 
(q = Cf))+ € L£. 
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因此 得 到 唯一 解 
(gt FECA- 
p= p(T), 


# q ,9 不 能 直接 满足 乘 子 定理 结论 (1) 中 的 条 件 ， 则 将 方程 适当 变形 使 之 
能 应 用 乘 子 定理 再 行 讨 论 . 
例 在 Lz[0, 十 ooj 中 解 方程 


pa a| E ydy = f(r), z>0, (5.11) 


其 中 f(x) € L,[0, + ee]. 
解 按 以 上 步骤 
(D 延 拓 : 命 z<0 时 , f = e= o, 


g(a) = fa oe “pydy, <0, 
0， => 0, 
则 原 方程 可 写 为 


p(z) -af > paddy = f(z) + glz). 
(2) 上 式 用 算 子 F* 作用 , 得 


Fo (1—)= F(A + F°), 
或 
2 — 
EETA R 9) = FND HERE). (5.12) 
(3) 因子 化 . $a = 1 一 24, 并 设 Rea > 0, 
5 一 Qi 
s +a — G+-LaD(s—aD si ag 
s +1 (Gs+D(s— j sti q" 
5 十 ai 


9 :9 还 不 属于 Lo, 不 便于 用 乘 子 定理 ， 先 将 g+ ,g” 代 人 (5. 12)， 两 端 乘 以 
qt ,然后 同 除 以 ;一 ai, 得 


l p — sti * 
s— 让 一 《9) (s—aj(s—+a D (O 


— s+i x 
GTaDGTFadti (e). (5.13) 


上 式 左 端 第 一 项 E Lz, 第 二 项 系数 在 s = 一 ai 处 有 一 阶 极点 ， 右 端 项 系数 在 
s= ai 处 有 一 阶 极点 . 适当 选择 A.B, 使 
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LD aN a a 
(La) (17) (2) 
== pero) (5. 14) 
(L;) (12) 
由 上 式 左 端 为 零 ， 有 


Oea A ARF L, BR UART 
L;. 因此 必须 A =— B. WS a= 2Bai, WI 


x š +1 D 
FO = 3 — A 
= F*(f) + Fa (f) + 


To T Z= 


从 而 


1 s—i 
9 一 f+ F(z) * Ste Fapa) 
= /+2 ei fy)dyth Tala sgnz — 1)e lrl. 
人 [21 
IH a TAA 则 
pl) = f(x) 十 af” elmo f(y)dy-+ 8lasgnz— le lr. 
为 求 出 8 之 值 . SERP z < 0, 得 


o= 0de o fody a— es 


P= iDa, Od 
#k < > 0 Rf 


o 
AG 1—2A—1) -S -vVar 
tan a 2y f(y)d (5. 15) 
(1—2X) +/1— K ° /Wdy)e 
以 上 假设 Rea > 0. 如 果 Rea 二 0 也 可 进行 完全 类 似 的 讨论 . 
容易 验证 , 此 时 FY (g) € L;. 事实 上 , 由 (5. 14)， 
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Fi (ge) 一 -HIB +ai)+ACG—ai)] 


= -HLA +B)s+a i(B—A)] 


_2Bai a + 
， =S iS L. 

在 物理 应 用 问题 中 , 常常 要 求 按 指 数 增长 的 解 . 即 p(x》& L,[0, +], 
但 是 对 某 个 a, eol) € L,[0, +œ]. 这 时 令 


gG) = eg (z), f) = e fj z). 


则 (5. D 为 | 
ego — | Ka ep Ody = e f, G), 

亦 即 
paS KG — We p Ody = iG, (5.16) 


WH gpf € L0, +o], RÆ e= KG) € L, N L,, 又 化 为 了 (5.1) 在 
L,[0, + eo ] 中 求解 . 
还 是 以 刚才 的 例子 来 说 明 . (5.11) 相应 于 (5. 16) 的 形式 是 


p o A eg dy = w. 
Z 0=<a<1, &r<0h}, fi =p 一 0， 


IL = 0 
0, 


r> 0. 
这 样 
m Ga) AS e p ydy = fa + gi GD, 
— o < z —+ =o, 
F* Cg) A 一 2rARF Ce rz)) = F*(f.) + F*(g1). 
即 
' a ps , 
Pol Cir PVTE G), 
或 即 


(s — ia)2 + (1 一 2A) px 
(s— ia)? + 1 E 


Sa = 1—2, Fit Rela—a) <0, Relata) > 0, 这 时 


Cp) — F> (Ji) = FÈ (gi). (5.17) 
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ri) = s Kata, +o = $ ia— D 


sia FD? 4 YT Cia Oo 
按照 乘 子 定理 的 要 求 把 (5. 17) 写成 

1 n Ss—i(a— — 

iC ED PT re eh) 5 一 ia 一 a) 
(L, ) (L; ) 

_ B 

s—ilata) . 
(L, ) 
= s—(a—1) . F*( ) 一 B — A 
[s—i(a+a) js 一 ia 一 a) J H81 5 一 io 二 ao) s—iQ—a 
(LI) (L; ) 


重复 前 面 类 似 的 运算 , 得 
mG) = fi D + 2 rm f y)dy 


十 全 2 一 -< Ala— 1) oo emoy f (y) dy 


ala+ 1) 
最 后 回 到 ola) 和 f(x)， Ñ 
olr) = f(x) 十 = 2 alel f(y)dy 
Ev= aN eT TWdy. (5.18) 


形式 上 ，(5. 18) 与 (5. 15) 一 样 , 但 (5. 15) 中 的 pg, f 8 F L,[0, + ec], 
而 (5. 18) 中 的 o, 了 则 属于 指数 增长 的 类 . 


6.6 4k., Winer-Hopf 方法 (下 ) 


还 是 讨论 方程 (5. D, 在 关于 KG), Fœ 的 同样 假设 下 ， 依 同样 手续 将 
方程 化 为 
POOF* (p) = F* (f) +F* (g), 
Hp pO = 1 一 V2xF*(K). 
下 面 引信 方程 (5. 1) 的 指标 的 概念 . 
定义 6.6.1 Winer-Hopf 方程 (5. 1) 的 指标 系 指 


入 
Ind p(s) = 让 ALArg pO LS. (6.1) 
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由 定理 6. 4.2 证 明 前 的 说 明知 道 , 当 取 lim, In plr) = 0 %9 In p(s) 的 分 支 时， 
lim 0(>) 一 0， 而 由 (4. 12) 
并 一 十 co 
lim 0(z) = 2nx, 
从 而 
ALArg p) JS = 一 Br 一 0 = 2nx. 

于 是 (5. D 的 指标 Ind p(s) = n. 

指标 有 如 下 简单 性 质 : 

1 pes) = s—=o + W| 


Ind p(s) = (6. 2) 
Ł, ]mzx < 0. 
这 从 定义 6. 6. 1 出 发 , zo 固定 在 上 半 ( 或 下 半 ) 平面 , 让 从 十 ce 连续 变 
化 至 一 < 时 由 Argl — zo) 的 变化 直接 看 出 . 


2 = 
_ (s—a,) (s —a, (s — am)" (s—a,Lm) 
DG) = CCAYCCO bm T 6.3) 
其 中 
人 1<¿;=<n, 
Ima; 
<0, n+1< =< n+m; 
{> 1< ¿=< I, 
Im), 
<0, I+ 1< ¿=< n+m, 
则 
Ind p(s) = L~ n. (6. 4) 


由 定义 6.6.1 1, 立即 可 看 出 : 
Ind p(s) = (—4nt4m)- [-4i+3 +m- ]= ln 


这 个 性 质 说 明 形 如 (6. 3) 的 函数 的 指标 等 于 分 母 在 上 半 平 面 的 零点 个 数 
减 去 分 子 在 上 半 平 面 的 零点 个 数 . 例如 
(s—¿)(s+ 2) (s— i)? (s+ ¿)° 
(s= 2i) (s +3? (s— 20 (s+ 3)  GQ+ 21) (s + 32) 
其 指标 分 别 为 0, —1, +1. 
从 上 面 的 证 明 过 程 中 还 可 看 到 
3° 指标 只 与 p(s) 的 分 子 、 分 母 在 上 半 平 面 中 零点 的 个 数 有 关 ， 而 与 它 
们 在 上 半 平 面 的 实际 位 置 无 关 . 
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下 面 我 们 就 齐 次 及 非 齐 次 方程 ; n> 0 K n < 0 分 别 详细 讨论 . 
6. 6. 1 齐 次 方程 ， n > 0 


依 常规 将 原 方 程 (5. 1) 化 为 


p(s)F* (9) = Fr (e). (6. 5) 
人 | 
. (s) = i, (6. 6) 
则 Indz (s) =—n <0. FË lndr” (s) pls) = 0. 在 (6. 5) 两 端 同 乘 以 亚 (s) 得 
Z" (s)p(S)F2 (e) = r FY (g). (6.7) 
显然 


Jim G) PCs) = 1, ,lim Ine Gs) pG) = 9. 


如 果 lnr (s) ps) € L,. 则 由 因子 化 定理 ， 
TFE (g) = gt" Cs) F£ Cg). 
# q ,gt 满足 乘 子 定理 结论 (1) 的 条 件 , 则 
q (s) F* Ce) = 0. 

于 是 

F* (œ) =0, v= FF’*(g)=0, 
亦 即 齐 次 方程 只 有 零 解 . 这 又 说 明 非 齐 次 方程 若 有 解 ， 必 定 唯 一 . 但 要 注意 ， 
相应 非 齐 次 方程 是 否 有 解 ,目前 尚 不 知道 . 


6.6.2 FRH., n< 0 


显然 在 (6. 5) 两 端 同 乘 以 一 个 指标 为 |z| > 0 的 函数 
-dal 
(s) 一 (ti) , (6.8) 


s—i 
则 得 
q (s)F2(@) = POT OF (82. , 
ËB q (s) € Li, 在 下 半 平 面 解 析 , 连续 到 实 轴 且 有 界 , Wq (s)F3(e)€ L;. 
设 q'(s) € Lo, 在 上 半 平 面 满足 解析 、 连 续 、 有 和 界 等 条 和 件 , 但 由 于 亚 (s*) 的 分 
母 在 z = i 处 有 阶 极 点 , 从 而 可 选择 wu aztan E 


I a 
-OF o E oF 一 — m 
2 


CL) (LP) 
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故 


1 Qk 
F* = 7 9 
D = Gy 
1 


Ini sx |n| —k 
. QR (s—i) 
TG 2 (5 十 iD 站 


最 后 验证 F* (g) € LZ, FE € LZ. 这 样 ， 


F£ (g) = 


lal 


Po F(= G- ). 


1 
N = 9 一 上 9 29 = . F . =], 
显然 gx FOGD? 上 二 1,2,…，|2| 线 性 无 关 . Flg). k 


2，…， In| 也 线性 无 关 . 当 n < 0 时 ， 解 空间 的 维 数 不 超 过 | nl. 
例 1 求 方程 指数 a 级 增长 的 解 (0 委 << 1) 


pa) a| Tig dy =0. (6.9) 


解 ” 如 上 节 中 的 例子 那样 , S p(x) = gp (z), 代入 方程 然后 延 拓 , TE 
逆 Fourier 变换 得 到 

(s 一 io)? 十 a? * 
(s— ia)? +1 F 

设 Relata) > 0. 函数 
(s— ia)? +a? _[s—ila—a)|[s—i(ata)] 
G 一 iao)2 十 1] Ls—ila—1)][s—i(at+1)] 
的 指标 为 一 1 两 端 同 乘 以 指标 为 十 1 RAEO, i 


s—ila— 


(p) = F Cg). 


sila ta) ps silan pss, 
STOF D PD T iena) + (81). 
令 
— _ s—I(a ta) +H 
q (s) = Ci: T (s) = 1. 
按 乘 子 定理 的 要 求 将 上 面 方程 写成 
1 . A B 
afD PD iF ic a) 
(L;) (L; ) (L; ) 

_ s—i(a—1) ¿ 、 A B 
ice a) [s ia Fa 18 eitay si a ‘610) 
Loiza jileto] T" 

(L2) 


于 是 
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* — s—ila+1) —:; . a 
FD = C pal Ats ia(A + B) +a i(A — B)]. 


Ek F* (g) € Lz. 对 于 项 
(A+ B5s[s —iGa + 12] 


(s— ia)? + a° 
M A + B = 0. apara 则 
* —= s—i(a+1) — s= i(a-+1) 
F> (g) G Do +a z2Aai S io Fe 


解 出 p: 


—ile— 1) 
pi) = pF (i) 


一 Bir ca — le ‘tor 十 (a+ 1)e =] ， 


其 中 8 是 任意 的 . 回复 到 原来 的 函数 , 得 

g) = PL[WVI—2—1)e Se L YTO De Fa], (6.11) 
其 中 8 是 任意 的 ， 此 时 齐 次 方程 (6.9) 有 一 维 解 空间 . 最 后 由 (6. 10) 解 出 
Ft (gi), 得 


F% (gi) = € LZ. 


_ Ë _ 
5 一 ia 一 1) 
6.6.3 EFRR, n 二 0 


将 方程 (5. 1) 按 常 规 进行 变换 ， 可 得 
f POF — F2 (f) = Fš (e. 
i 因 Ind p(s) =n<0. 同 乘 因 子 (6. 8), 得 
PDF (e) — TF (f) = r's) FÉ (g). 


| Broo 一 Dn, 则 
q (YP (eg) — TCF CD = q'(s)='(s) Ft (g). 
因 g'(s)>" (s) 在 实 轴 上 有 界 , 所 以 gt+(s)z (s) F*(/) € L,. 于 是 按 乘 子 定理 
的 要 求 
|z| 
| TOF PD [gd NT 一 > 一 全 
L — k=l (s—1) 

| (L;) (L;) a7) 


lal 


= [TOA OFE AD rs)g TOFO 2 7 E: 
1 Ssi 
(L3) 


(L7) 
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解 出 ,得 


Fe) = — [OOF] x Sa) 


[zl 


s= [eC et CF CD 六] 十 > G 
RJ BL n< 0 时 方程 对 一 切 上 有 解 . EZE AAIO ANN, 
例 2 求 下 面 方程 指数 a 级 增长 的 解 (0 << a < 1) 
pa af c gdy = f). (6. 12) 
解 令 f(z) 一 ex f (z), olr) = eTo (z), 代入 (6. 12), 如 上 一 节 的 


例子 中 那样 进行 ,然后 延 拓 ，, 作 逆 Fourier 变换 ， 得 


[s—i(a +a) js 一 ila—a)] _ ps Ooa 
(ilat s ia D] P F2 (fi) = F$ (e1). 


F* (g) = Ce | 


IiE Rela +a) > 0, Ind p(s) =— 1. mamu Se R 并 同 例 1, 求 
TORTO, 按照 乘 子 定理 的 要 求 , 将 它 改写 为 


1 M — s—i(a— 1) š 
i LF (e) [ia a i Tay] S) 
(L;) (L;) 
_ A B 
5 一 ia 十 Ca) 一 1 一 C) 
(L; ) (Ls ) 
s—ile@— 1) _ A _ B 
Lio -it e silata) s—i(a—a). 
(12) 
(6. 13) 
于 是 
~ (s—ia)? 二 1 一 ia 十 1) 
F: 一 人 一 Ia) Tl p sarl) 
(@)= io L aF ax 一 io Fa 
. [(A + B)s— ia (A +B) A 
解 出 gp， 得 
2À x Ia + 1) 
p = A +E(7 s— iq )2 +a z- (fi1) )+8F[ 2 Zory) 
注意 , 同上 例 一 样 , A+B = 0, B= 2Aai, 利用 留 数 定理 , 计算 出 


(oorr) =R = eshar, zD, 
(一 io)2 +a? ~ 0 
9 = < 0. 
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于 是 


Plamo re M) 


= ZRO) x f, (<) =— AE e sha(z—») 万 (y)dy， 
从 而 
pi G) = fi) — | "e ashata — y) f, Ody 


+E e (tz L (a + 1) 22], r>. 
BL 2 R 30683, 14 


glx) = f(x) -二 于 sh(/1—2A (z — y)) FCy)dy 
+L 2 Dez L (I 2 De 2], z>0, 
Jeri g 是 任意 常数 . 


同 例 ] 一 样 ， 从 (6. 13) 可 检验 出 F2 (e) € 矶 ,说 明 整 个 运算 是 合理 的 . 
6. 6. 4 ， 非 齐 次 方程 , n> 0 
设 算 子 K 由 下 式 定义 : 
Ke 一 | Kz— 9dy. (6.14) 


4 Klx) € L, , g) € L, Bf, 由 第 五 章 习 83 10 NLK EL — L, 的 线性 有 界 
AT. 记 了 为 恒 等 算 子 , 则 方程 (5. D 可 写 为 
(I—K)p=/. (6.15) 
以 下 暂且 讨论 一 般 算 子 方程 (6. 15)， 设 o,f HRE Hilbert 空间 H 的 
元 , W| L = 1 一 K 为 线性 有 界 算 子 , 其 伴随 算 子 为 
L* = (I— K)* = I—K*. 
容易 证 明 , 在 Hilbert 空间 中 , N(L*) = R(L)+ , HPNL) 是 L* HES 
E, R(L) 是 工 值 域 空间 R(L) 的 正 交 补 空间 . 事实 上 , E e € N(L* ) 时 ， 
则 L*y=0， 对 任意 g € H, 
0= (g,L*@ = (gg), | 
而 Lg E RO), wy ERDA. RZ, i g€ RO, 则 对 任意 g € H, A 
Lg € R(L), WA 
0= (Lg) = (L* pg), 
取 g 二 L*y 则 得 L* g= 0, Bl g € N(L*), ñk N(L*) =R). 
(6.15) 可 解 的 必要 充分 条 件 是 (jj = 0, HP PEL g = 0 的 任何 解 . 
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这 是 因为 , 车 (6. 15) TÆ, BJ f ERL, I g € N(L*) = RL), 于 是 
(f, = 0; 反之, EHET p E N(L*) = 二 RCOD)+, (f, = 二 0, 于 是 fe 
RL), 即 存在 g 使 得 Lg = S. 

现 回 到 积分 方程 (5. 1), 这 时 H = L. 

考虑 (5. D 的 伴随 齐 次 方程 


wo 一 | KGa ydy =0, z>0. (6. 16) 
< z <0Bj) g = 0. 记 

jC) -全 ROG—zy ydy, z<o, 

0， l z> 0, 
则 
ya 一 | KO dy = hl), — o0 < r <H oo, 

YE Fourier 变换 , 得 

天 (内 (1 一 V2rF*( 开 (一 z))) = Fš (h). (6. 17) 
而 | 

FRKE) = -上 =l |” KO Dei dr 
Vr —0 


=z ”天 (一 De dz 


—= 一 _— _ _ 
一 -一 | K iz dr = F*(K). 
= zx)e (K) 
于 是 (6. 17) 化 为 
PFE UD = Fr (h), . (6.18) 


其 中 p(s) = 1 一 V2xF*(K) 如 前 , 注意 
Imdz = A Arg pO |+“ =n, (6.19) 
由 假设 , 此 时 一 n < 0, 方程 (6. 16) 至 多 有 |n| 个 线性 独立 解 ， 当 和 且 仅 当 
G. D 的 右 端 f 与 它们 正 交 时 , 原 方程 (5. D 可 解 . 
如 果 设 < 0, M — n> 0. 由 6. 6.1 段 讨论 知 ，(6. 16) KERR, 从 而 
(5. D EAH, 这 与 6. 6. 3 段 讨论 一 致 . . 
在 解 方程 (5. D 时 , MIZE, A Fourier a, HRU rs) = 


(F) ea 


260 ——— E 投影 方法 


POF (2) OFE = rF (g). 
然后 因子 化 , 利用 乘 子 定理 、 投 影 定理 求解 . 不 过 最 后 解 得 的 FY (g) 一 下 看 
不 出 属于 L. 但 只 要 我 们 把 可 解 条 件 应 用 上 去 , 就 能 证 出 F? Cg) € LZ. 试 
看 下 列 . 
例 3 ELLO, +] PREDE 
p) A ST iD y)dy = fO, C6. 20) 


其 中 f(z) € L [0, +œ]. 
解 (6.20) 的 伴随 齐 次 方程 为 


令 z 二 0 时 py 一 0 且 令 
hlz) = z “aoo yly)dy, << O0, 
0> z>0, 


则 (6. 21) 成 为 
oo 1 
作 道 Fourier 变换 ， 得 


Pusa sa (n =— 1), 
STE/\s 3 


$ — — s L 
3 F (p = — FQ, 
2. s 3 
又 适当 选择 a, 8, 使 其 成 为 
HD — 
2 ` 2 (° 2) 
(Lz ) (Lz) CL; ) 
s+4 
= Tt) EE 
(=z =z (2) 
až) 


容易 看 出 此 时 a = 0, 
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3i 
Bls — > 
r fE), 
(=z) 
从 而 
-s 8-2), z>0 
、 ` 2 Te . x * 
= F — [K = 
% kiasi 人 Z<<0. 
2 
而 
Fh =L c rt, 
s+ 
2 
于 是 (6. 20) 可 解 的 充 要 条 件 是 
| [a += fody = o. (6.22) 
方程 (6. 20) 按 常规 化 成 
(+4) 
pF = Fie) G= D. 
(G 2)G+2) 
akul i iy; 
FR (s >) ++). i 
s 十 二 s= 1 5 一 工 
ED F: (D = — Š pg) 
1 
p sp 十 万 
FTO = 一 页, TO 一 一， 适当 选择 omy, ERA 
s+- ;十 方 
l s— 
-F* Co) — 2 Fe . 
+L 31 ;十 法 (° iy s+- l 
2 _ 2 7) ° 2 (+7) 
— 
(L) (L;) 
s= + 
一 一 人 Fo 一 ME: L 2. (6. 23) 
(s 2) s 5 5 二 也 (s) 


(L+) (12) GL) (LL) 
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于 是 


3i i 3i 
er2)ei2) Jet 2 I spa ae. r 


(r>) TZ (+4) 
为 了 F* (e) € lz, 必须 a 十 8 二 0, 即 a = 一 & 因而 


F (g) = 


iy Bi 
F* (@ CTE) ; 
(s+5) (+5) ++ 


s+ 0, r> 0, 
(eÁ. 
V2zie2 (z—1), x< 0; 


F(- H) -| z> 0» 
—vy 2rie?, x=— 0; 
于 是 
gC) = f(x) + (z—y)e Z f(y)dy 


0, r> 0 
+y z | 
2zie2(z=—1), z<0 


0, => 0 
a ] (6.24) 
2x e2, Z<< 0 


Ék z > 0 RJ, 
çG) = [D+] rer fody. (6.25) 
为 所 求 的 解 . 我 们 还 可 具体 定 出 8 与 y 之 值 . 在 (6. 24) 中 令 z — 0, 得 
VZR iye? (z — 1) + 80/27 e? = [eye fody 
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= oo _y oo _ y 
= å (1f e roya + | ye Sod). 
HE es, 
oo _y oo 2 
Smia D + /2x8=—z|” fody |” ye fody (6. 26) 
对 工 求 导 得 


7 = 一 A dy (6. 27) 
x 
把 y 之 值 代 回 (6. 26), 求 得 
s= (|; ° ° oy | ye š 0935). (6. 28) 
现在 来 看 FY (g) EB E LI. 从 (6. 23) 得 
:二 二) s +i 
一 t z) i +e- f+ 一 
Gr2)6 2) s 72 "2 
(+B (+z) +i(s+>)8+ [s + 2) 
(+) 2) 
Ba + 8 = 0, 故 


(6. 29) 


由 于 分 母 中 有 因 了 sÈ, 一 时 看 不 出 F: (g) € Li. 为 此 我 们 利用 可 解 条 件 
(6. 22)， 则 (6. 28) 可 化 为 
2 [° — 
B= =l. ez fCy) dy, (6. 30) 
将 (6. 30) 及 (6. 27) 代入 (6. 29) 有 


po TODA oe e 1 I Kas 
(+ 以 (一 


A A 


(2 人 (总 ) 
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E /Ver 
至 此 , 我 们 对 WinerHopf 第 二 种 方程 讨论 完毕 . 自然 , 读者 一 定 会 考虑 
到 Winer-Hopf 的 第 一 种 方程 . 原则 上 我 们 仍 可 用 Winer-Hopf 方法 的 步 又 . 
问题 是 pls) 的 因子 化 没有 系统 方法 可 循 , 必须 根据 具体 问题 来 对 待 . 我 们 在 
这 里 就 不 再 讨论 了 . 这 方面 系统 的 工作 , 可 参考 B. Nobel 著 Methods Based 
on the Winer-Hopf Technique for the Solution of Partial Di f ferential 
Equations, Pergaman Press, New York, 1958. 


1. 讨论 方程 


的 求解 , 设 f(x) € LO, + eo], 并 证 明 
| 1fs ewo), | 
i < lgl. 


2. 验证 6.1 节 例 3 中 三 种 解法 得 到 的 解 (1. 34),(1.35),(1.37) 本 质 相 


同 . 
3. 验证 6.1 节 例 5 中 两 种 解法 得 到 的 解 (1. 43),(1.44) 本 质 相 同 . 
4. H pE L,[0, + e=] Bf 


Ph zool- lel: 

5. 设 pEDL2[ 一 co 十 ceo], 且 由 由 (2.2) 定义 , 证 明 : 

D (e@,2- = 0, (pg_)+=0, 

(2) = p (9)-= p 

6. 试 将 乘 子 定理 推广 到 在 上 灶 平 面 y 之 0 有 有 限 个 极点 的 情形 . 

7. 试 将 乘 子 定理 推广 到 边界 上 有 有 限 个 点 处 具有 弱 奇 异性 时 的 情形 . 
8. 证 明 在 6.3 节 例 子 中 条 件 (3.13),(3. 14) TARRE 


| reo [aede <+ ee 


来 代替 ， 而 当 Rep 一 0 时 条 件 (3. 13),(3. 14) 可 以 除去 . 
9、 试 在 定理 6.4.1 中 对 Is 详细 证 明 lim Iç = 0. 
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10. HE 6.4 节 例 2 中 条 件 


p 


dz <+ co (1) 
可 以 用 条 件 
| fot: = PREE z <4 eo 

代替 而 Reo = 0 时 条 件 (1) 可 以 除去 . 

11. 详细 讨论 6.4 节 例 2 中 Rep 二 0 及 Rep 二 0 的 情形 . 

12. 详细 讨论 6.5 节 例 子 中 Rea < 0 的 情形 . 

13. 讨论 6.5 节 例子 中 ( 求 指 数 a 级 增长 解 时 , 0 <a < 1) 3 Re(a—a) > 
0, Re(a +a) < 0 的 情形 . 

14. 试 将 
(G Haa H) 

(22 +1)? 
因子 化 ,其 中 4,5 为 实数 . pa) 一 g, 其 中 gt(x),qg-(z) 分 别 为 在 上 半 
及 下 半 平 面 解析 函数 的 正 负 边 值 . 
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